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وضع كالمن في أوائل ستينات القرن الماضي، مجموعة من المعادلات التعاقبية على هيئة خوارزمية 

النظةةاا الخلأةةي ال ركةةي  عرفةةت هةة    (State)ة إيجةةاد المقةةدر الخلأةةي احملةةل ل الةةة زمنيةةة تعاقبيةةة ب يةة

الخوارزمية بمرشح كالمن الاعتيادي  إلا أن ه   الخوارزمية ليست ملائمة لجميع الظروف التي يتلألبها 

يقةات النظاا  إن أ د أها المشاكل التي تواجهنا عند استخداا خوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي فةي التلأب

هةةي مشةةكلة فقةةدان مصةةبوفة التبةةاين  -خصوصةةاا التلأبيقةةات التةةي تتلألةةل دقةةة عاليةةة فةةي النتةةائ  -العمليةةة 

والتباين المشترك لبعض خواصها الضرورية، ملل عدا كونها أكيةدة اييجابيةة، أو ت ولهةا إلةى مصةبوفة 

 شا ة، وي دث  لك بسبل الخاصية التعاقبية لخوارزمية الترشيح الاعتيادية 

اّ في ه   الدراسة توضيح بعض الخوارزميات البديلة لخوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي، وتعرف ت

ه   الخوارزميةات بمرشةح كةالمن الجة ر التربيعةي،  يةث تكةون هة   الخوارزميةات أقةل تةالراا بالمشةاكل 

ل ركية في العددية  وقد تاّ توضيح للاث خوارزميات بشكل نظري وتاّ  لك على بعض النما ج الخلأية ا

احزمنة المتقلأعة بالاعتماد على أسلول بيةز، وأيضةاا تةاّ إجةراب تلأبيةق عملةي باسةتخداا بيانةات الم اكةاة 

لمقارنة النتين من الخوارزميات الللاث مع خوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي، وتاّ التركيز في المقارنة 

 على مصبوفة التباين والتباين المشترك ورب ية المرشح 
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 المـــقــدمـــــــــــة

 
للمعلمةة   يةث أن  (Optimal Estimator)إن ال اية احساسية من الترشيح هي إيجاد المقدر احملل 

)(مصلألح الترشيح يعني في علا اي صاب التقدير في الزمن ال اضر، أي إيجاد مقةدر أملةل للمعلمةة  

)(عندما تكون  t  يث أن )(t  تملل الزمن ال اضةر[Kalman, 1960] وكانةت احساسةيات التةي  

نظرية التقدير عند ظهورها للمرة احولةى تعتمةد علةى جعةل دالةة تبةاين الخلأةا أقةل مةا يمكةن،  بنيت عليها

  1995عةاا  (Gauss)وكما هو معلوا فإن لأريقة المربعات الص رى وجدت حول مرة علةى يةد العةالا 

احملل  ومن   لك ال ين تتابعت الدراسات الموسعة في ه ا المجال، وخصوصاا فيما يتعلق بالتقدير الخلأي

(Optimal Linear Estimation)  وقد ظهرت أولةى الدراسةات الرائةدة فةي مسةالة الترشةيح فةي ملألةع

عةةاا  (Wiener)، و1911عةةاا  (Kolmogorov)احربعينةةات مةةن القةةرن الماضةةي،  يةةث قةةاا كةةل  مةةن 

 بشةةةةةةكل مسةةةةةةتقل بتلأةةةةةةوير تقنيةةةةةةة ييجةةةةةةاد مقةةةةةةدر خلأةةةةةةي  ي أقةةةةةةل متوسةةةةةةلأ مربةةةةةةع خلأةةةةةةا  1912

(Linear Minimum Mean-Square Error Estimator)  وال ي لقي اهتمامةاا بال ةاا وكةان لةث احلةر

دراسةتث  [Wiener, 1949]، لةا تةوّج [Sorenson, 1970]الكبير لا قاا في تلأوير فكرة مرشح كالمن 

ييجةاد المقةدر  (Recursive Algorithm)تلك بنتةائ  أخةرى تمخضةت عةن وضةع خوارزميةة تعاقبيةة 

 ت هةة   الخوارزميةةة مقيةةدة بشةةرولأ منهةةا أن المشةةاهدة المدروسةةة  ات ب عةةد أ ةةادي الخلأةةي احملةةل، وكانةة

)(فضلاا عن المعلمةة، وأن البيانةات شةبث  يةر منتهيةة Scalar))لا توجيهي  t  فضةلاا عةن  لةك

   (Stationary Process)فإن العملية تتسا بالاستقرار 

و لةك  (Wiener)بتلأوير النتائ  التي توصةل إليهةا  (Zadeh & Ragazzini)قاا  1953وفي عاا 

)(بجعلهةةا أكلةةر عموميةةة و لةةك مةةن  يةةث جعةةل البيانةةات منتهيةةة t  ولكةةن العمليةةات تتسةةا بعةةدا

  تلا  لك دراسات أخرى في المجال نبسث، ن كر منها على (Non-Stationary Processes)الاستقرار 

و  1952فةةةي عةةةاا  (Dolph & Woodbury)الدراسةةةة التةةةي قةةةاا بهةةةا سةةةبيل الملةةةال لا ال صةةةر 

(Darlington)  والتةي لةا تتعةد النتةائ  التةي توصةل إليهةا  1959فةي عةاا(Zadeh & Ragazzini)  

[Kailath, 1974] 

ومع كلرة الدراسات في هة ا المجةال فقةد بقيةت عقيمةة نوعةاا مةا عةن تبسةيرها لظةواهر عديةدة ظهةرت 

لخمسينات بعد دخةول عصةر البضةاب وظهةور مشةكلة ت ديةد مةدار القمةر الصةناعي خصوصاا في أواخر ا

(Satellite Orbit)  من  يث السرعة(Velocity)  كمعلمة أولى والتعجيةل(Acceleration)  كمعلمةة

 لانية، و لك حسبال عدة، مما  دا بالبا لين إلى م اولة إيجاد خوارزمية تت لل على ه   المشاكل 



 خوارزميةةةةةات التةةةةةي تعةةةةةال  هةةةةة   المشةةةةةاكل هةةةةةي الخوارزميةةةةةة التةةةةةي وضةةةةةعها وكانةةةةةت أولةةةةةى ال

(Swerling) ( يث تمكن سويرلنك  من وضع أول خوارزمية تعاقبية ل ل المشاكل التي 1959عاا  ،)

بوضةةع  [Kalman, 1960]تعةال  مشةكلة تعةةدد المعلمةات، فضةةلاا عةن المشةةاكل احخةرى، بعةد  لةةك قةاا 

اا من تلك التي وضعها سويرلنك لكنهةا تميةزت عنهةا بكونهةا أول خوارزميةة خوارزمية تعاقبية أكلر تعقيد

، ويسةرت  Dynamical State Estimation Problemsتهةتا بدراسةة مشةاكل تقةدير ال الةة ال ركةي

هةة   الخوارزميةةة فهةةا العديةةد مةةن المشةةاكل والظةةواهر التلأبيقيةةة وت ليلهةةا، وقةةد كانةةت الخوارزميةةة التةةي 

أي أن  (Discrete Time)دراسةةة تقةةدير ال الةةة ال ركةةي فةةي احزمنةةة المتقلأعةةة وضةةعها كةةالمن تهةةتا ب

(t=1,2,…) لةةا قةةاا  [Kalman & Bucy, 1961]  بوضةةع خوارزميةةة لتقةةدير ال الةةة ال ركةةي فةةي

  (Kalman-Bucy Filter)وهةةو مةةا عةةرف لا قةةاا بةةـ  (Continuous Time)احزمنةةة المسةةتمرة 

[Kailath, 1974]  

 فةةةةةي إيجةةةةةاد  للمقةةةةةدر الخلأةةةةةي احملةةةةةل علةةةةةى فكةةةةةرة ايسةةةةةقالأ المتعامةةةةةد وقةةةةةد اعتمةةةةةد كةةةةةالمن

(Orthogonal Projection) وقد توصل كالمن إلى أن المقدر الخلأي احملل للمعلمة ،)( t  هو التوقع

)(الشرلأي لـ t مشرولأاا بكافة المعلومات المتوافرة  تى الزمن)(t :أي 

)|( tt DE   

  t)(تملل المعلومات المتوافرة  ول المعلمة  تى الزمن ال اضر tD يث أن 

 وأن ه ا المقدر يمكن ال صول عليث إ ا توافر أ د الشرلأين الآتيين: 

)(إ ا توزع كل  من المعلمة   1 t  والمشاهدة)( ty  وفق التوزيع اللأبيعي 

، أي (Quadratic Loss Function)إ ا كانةةت دالةةة الخسةةارة هةةي دالةةة الخسةةارة التربيعيةةة   2

)ˆ,()ˆ(2أن: ttttl    [Kalman, 1960] 

 ، أن الشةرولأ أعةلا [Harrison & Stevens, 1976]ومةن لةاّ لا ةظ كةل مةن هارسةون وسةتيبن  

 Minimum Mean Square Error Estimatorمماللة ييجاد مقدر بيز  ي أقل متوسلأ مربع خلأةا 

)(أو ما يعرف بالمقدر احملل وال ي يساوي التوقع المشرولأ لةـ  t  بالمعلومةات)( tD وألبتةا أيضةاا أن ،

فإنةث يتسةاوى مةع المقةدر  (Sequential)بشةكل متعاقةل مقدر بيز  ا أقل متوسلأ مربع خلأا عند إيجةاد  

الخلأي احملل ال ي وضعث كالمن  إن استخداا نظرية بيز في عملية تكوين مرشةح كةالمن تعلأةي سلاسةة 

وسهولة عاليتين في العمليات ال سابية التي يتلألبها تكوين مرشح كالمن مقارنة مع احسلول ال ي وضعث 

وال ي يتسا بالتعقيد بعض الشيب  ومن ابرز من استخدا أسلول بيز في  1913كالمن للمرة احولى عاا 

 [Meinhold & Singpurwalla, 1983]و [Maybeck, 1979]تكةةةةوين مرشةةةةح كةةةةالمن 

 و يرها آخرون  [Calder, et al. 2003]و [West & Harrison, 1989]و



ا سةمي لا قةاا بنظريةة مرشةح بعد  لك تتابعت الدراسات النظرية والتلأبيقية وبشكل موسع جداا على مة

، تضةمنت تلأةوير خوارزميةات م دلةة لخوارزميةة مرشةح كةالمن (Kalman Filter Theory)كةالمن 

و لةةك للت لةةل علةةى المشةةاكل التةةي تواجةةث  (Ordinary Kalman Filter Algorithm)الاعتيةةادي 

اين احخلأاب  ير معلةوا، المستخدا له   الخوارزمية، ملل مشكلة النما ج  ير الخلأية، أو عندما يكون تب

وكةة لك الخوارزميةةات التةةي  [،1991]ال مةةداني، أو عنةةدما تكةةون احخلأةةاب العشةةوائية مترابلأةةة، انظةةر 

 بسبل ايجراب التعاقبي  tC *وضعت للت لل على المشاكل العددية التي ت صل في مصبوفة التباين

في خوارزميةة  (Divergence)تؤدي إلى  صول تباعد  إن المشاكل التي ت دث في مصبوفة التباين

مرشح كالمن الاعتيادي، مما يؤدي إلى فشل ايجراب، أو ال صول على نتائ   ير دقيقة أو  يةر واقعيةة 

كةةان يةةنخبض التبةةاين بشةةكل مل ةةوظ، أو بقةةاب الخوارزميةةة  يةةر مسةةتقرة أي عةةدا الوصةةول إلةةى  الةةة 

 صيغ وخوارزميات عدة للت لل على مشكلة التباعد ه      ل لك وضعت(Steady State)الاستقرار 

وكانت معظا تلك الخوارزميةات تعتمةد علةى فكةرة إيجةاد مصةبوفة الجة ر التربيعةي لمصةبوفة التبةاين 

و لةك حن الدقةة المتةوافرة تكةون أعلةى، فضةلاا عةةن أن مصةبوفة الجة ر التربيعةي تكةون أكيةدة اييجابيةةة  

[Bierman, 1977]الخوارزميةةات بشةةكل عةةاا بخوارزميةةة مرشةةح كةةالمن الجةة ر ، لةة لك عرفةةت هةة   

 [Maybeck, 1979]  (Square Root Kalman Filter)التربيعي 

(، 1913أول مةةن وضةةع خوارزميةةة مرشةةح كةةالمن الجةة ر التربيعةةي فةةي عةةاا ) (Potter)ويعةةد بةةوتر 

وتشةترلأ هة    ،[Carlson, 1973]عرفةت خوارزميتةث تلةك بخوارزميةة مرشةح الجة ر التربيعةي لبةوتر 

(، وأن تكون المعلمات خالية من 1mأي أن ) (Scalar)الخوارزمية أن تكون المشاهدات مبردة البعد 

 (، مما جعلها مقيدة بالر ا من كبابتها 0tWأي تكون ) (Noise)التشويش 

تةائ  جديةدة فةي هة ا المجةال،  يةث وضةعا ب لاا تضمن ن [Bellantoni, & Dodge, 1967]لاّ قدا 

خوارزميةةة جديةةدة لا تتقيةةد بشةةرلأي خوارزميةةة بةةوتر  مةةع  لةةك فةةإن هةة   الخوارزميةةة تكةةون  يةةر كبةةوبة 

بالر ا من فعاليتها و لك في ال الات التي تكون فيها عدد المشاهدات أقل من عدد المعلمات في النمةو ج 

nmالمدرو ، أي أن ) )  [Kaminski, et al. 1971] 

خوارزميةةة أخةةرى لمعالجةةة مشةةاكل مصةةبوفة التبةةاين،  يةةث تعتمةةد هةة    [Andrews, 1968]وقةةدا 

  Cholesky Decompositionولسكي چالخوارزمية في إيجاد مصبوفة الج ر التربيعي على ت ليل 

دة لمرشةح كةالمن تلا  لك العديد من الدراسات والب وث التي تمخضةت عةن تلأةوير خوارزميةات جدية

والتةي  [Carlson, 1973]الج ر التربيعي تعال  بعض المشاكل العامة، ملل الخوارزميةة التةي وضةعها 

   (Correlated Errors)تستخدا في النما ج التي ت وي على أخلأاب مترابلأة 

                                                           
 ، وقد كتبت بهذه الصيغة في الرسالة لغرض الاختصار .(Covariance Matrix)المقصود مصفوفة التباين والتباين المشترك  *



أو الخوارزميةةات التةةي وضةةعت لمعالجةةة مشةةكلة النمةةا ج  يةةر الخلأيةةة ملةةل خوارزميةةة مرشةةح كةةالمن 

، أو خوارزميةةة الجةة ر (Extended Square Root Kalman Filter)جةة ر التربيعةةي الموسةةع ال

 [Lu, et al. 1992]  (Parallel Square Root Algorithm)التربيعي المتوازية 

لقةةد اسةةتخدا مرشةةح كةةالمن الجةة ر التربيعةةي علةةى نلأةةاق واسةةع فةةي الدراسةةات والتلأبيقةةات الهندسةةية 

ل تلأبيقات أجهزة الرصد الجوي والبضةائي، وفةي الصةناعات الدوائيةة، وخصوصاا هندسة الاتصالات مل

  يث تتلألل ه   التلأبيقات دقة عالية  في ال سابات 

ولقد وجهنا اهتمامنا في هة   الرسةالة بدراسةة مرشةح كةالمن الجة ر التربيعةي الة ي يعةد أ ةد اللأرائةق 

الاعتيةادي نتيجةة للتكةرار المتعاقةل، لمعالجة المشاكل التي تظهر في مصبوفة التبةاين فةي مرشةح كةالمن 

 يةث تةا توضةيح بعةض خوارزميةات مرشةح الجة ر التربيعةي فضةلاا عةن توضةيح الخوارزميةة احصةلية 

لكالمن و لك في بعض النما ج الخلأيةة ال ركيةة، و لةك بالاعتمةاد علةى أسةلول بيةز، وتةاّ إجةراب تلأبيةق 

، Matlab 7.0وليدها باستخداا نظةاا مةاتلال التي تاّ ت Simulation Dataعملي على بيانات الم اكاة 

لدّت ه   البيانات لتكون متوافقة مع النما ج المدروسة مع مراعاة متلألبات الدراسة، وتمت مقارنةة  وقد و 

 النتائ  بين مرشح كالمن الج ر التربيعي مع مرشح كالمن الاعتيادي و لك لبيان البرق بين ايجرابين 

بشكل علمي، ولكي يتا ايلماا بمبهوا المواضيع الةواردة فيهةا، فقةد جةابت ويتماا الهدف من الرسالة 

الرسالة بللالة فصول، تناول البصل احول استدلال بيز ونظرية التقدير والنما ج الخلأية ال ركية،  يةث 

تا توضيح لأبيعة استدلال بيز، فضلاا عن بعض المقدرات البيزية المعتمدة على دالةة المخةالأرة، كمةا تةاّ 

توضيح العلاقة بين استدلال بيز والنما ج الخلأية ال ركية، وتضمن البصةل أيضةاا شةر اا مبسةلأاا لةبعض 

النما ج الخلأية ال ركية فضلاا عن إيجاد التوزيعين السابق واللا ق لمعلمات تلك النما ج  فيمةا خصة  

ه ا المجال، وهةي  البصل اللاني للب ث في نظرية الترشيح وتاريخ تلأورها وتوضيح أها خوارزمية في

خوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي، وتا أيضاا توضيح مشةكلة التباعةد التةي ت صةل فةي مصةبوفة التبةاين 

نتيجة للإجراب التكراري المتعاقل وكيبية الت لل على ه   المشكلة،  يث تا توضةيح لةلاث خوارزميةات 

-لبوتر، وخوارزمية مرشح كةالمن لمرشح كالمن الج ر التربيعي وهن خوارزمية مرشح الج ر التربيعي

شميدت الج ر التربيعي، وخوارزمية مرشح الج ر التربيعي لمصبوفة التبةاين والتبةاين المشةترك، فضةلاا 

عن بعض البقرات احخرى المهمة  واختتمت الرسالة ببصل لالث تاّ فيةث إجةراب تلأبيةق عملةي باسةتخداا 

 ر التربيعةةي، فضةلاا عةةن مقارنةة النتةةائ  مةع نتةةائ  بيانةات الم اكةةاة لالنتةين مةةن خوارزميةات مرشةةح الجة

 خوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي 
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 الفصل الأول

 مقدمة في استدلال بيز والنماذج الخطية الحركية

 

 مـــقـدمــــة في الاستدلال: -1-1

للتعرف على استدلال بيز لا بد من أخذ فكرة عن ماهية الاستدلال. حيث يعرف الاستدلال بأنه أحد 

لم  فروع علم  اححاماو والمذه ي مت  باممع المعلوممام حمول معلممام التوزيعمامل وممن أسماليبه فم  ذ

 نظرية التقدير واختبار الفرضيام.

المختلفمة المسمتخدمة فم   (approaches) وقد ش د القرن العشرون تطوراً متسارعاً فم  اسسمالي 

الاستدلال اححاائ ل حيث يمكن تانيف الاستدلال اححاائ  إلى مدرستين رئيستين تبعماً لاخمت ف 

 لمدرستان هما:وا ة النظر اححاائية حول ماهية المعلمةل وهاتان ا

ل (Classical or Sampling School)المدرسمة الك سميكية أو مما يسممى بمدرسمة المعاينمة  .1

ثابممممم ميممممر معلممممو          -أه المعلمممممة-وتفتممممره هممممذة المدرسممممة عنممممد دراسممممت ا للمعلمممممة بأن مممما 

(Unknown Constant) ل وتستخلص هذة المدرسة دراست ا حول المعلمة من خ ل المعلومام

وفرها العينةل لذا تدعى بمدرسة المعاينة. وممن برز فم  همذة المدرسمة العمال  فيشمر ونيممان الت  ت

 وبيرسون وميره  آخرون.

نسبة إلى اححاائ  البريطان  توماس بيزل حيمث تفتمره  (Bayesian School)مدرسة بيز .2

  دراسمت ا هذة المدرسة بأن المعلمة متغير عشموائ  لمه توزيمع احتممال . وتعتممد همذة المدرسمة فم

للمعلمة على المعلومام الت  توفرها العينة فض ً عن المعلومام الت  تأت  من الخبرة أو الاعتقاد 

 .(Personal Believes)الشخا  

 

 :(Bayes theorem)مبرهنة بيز  -1-2

هممو راهمم  بريطممان  سمماه  فمم  إمنمماو نظريممة  (Thomas Bayes 1702-1761)توممماس بيممز 

 فممم  عمممام  (Richard Price)وفاتمممه زميلمممه ريتشمممارد بمممرايس  الاحتممممال ببحثمممين نشمممرهما بعمممد

 (ل وقممممد أضمممماف إلممممى البحثممممين بعممممه اسمثلممممة والتعليقممممام فضمممم ً عممممن المقدمممممة. 1671و 1671)

[Barnett, 1982] 

وممممن أبمممرز المممذين سممماهموا فممم  تطممموير أسممملو  بيمممز فممم  المامممالين النظمممره والتطبيقممم  العلمممماو 

(Laplace) و(Lindly) و(Box & Tiao) و(Zellner) و(Jeffrey) .وميره  آخرون 

 وباحمكان الحاول على ايغة مبرهنة بيز الاحتمالية من المف و  العا  ل حتمال الشرط ل وكالآت :
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ل ولنفمره (xi’s ; i = 1, 2, …, n)يأخمذ القمي   Xعلمى فمره أن المتغيمر العشموائ  المتقطمع  

ل فعندئمذ تكمون دالمة (yj’s ; j = 1, 2, …, m)  متغير عشوائ  متقطع أيضماً ويأخمذ القمي  Yأيضاً أن 

ل مممذين المتغيمممرين هممم   (Joint Probability Mass Function)الكتلممة الاحتماليمممة المشمممتركة 

)(P ji y,YxX   ل حيث يمكن كتابة هذة الدالة بأسلو  آخر وذلم  بالاعتمماد علمى قمانون ضمر

 الاحتمالام:










)()|(

)()|(
),(

iij

jji

ji xPxyP

yPyxP
yxP  )1.1(  

 

)|(حيث أن ji yxP  يمثل الاحتمال الشرط  لـx   عندما يعطىy :ل ومنه نحال على 

)(

),(
)|(

j

ji

ji
yP

yxP
yxP    

 

)(أممما 
j

yP  ف مم  تمثممل دالممة الكتلممة الاحتماليممة الحديممة للمتغيممرY ل ويممت  إياادهمما مممن قممانون الاحتمممال

 الكل :





n

i
iijj xPxyPyP

1

)()|()(  )2.1(  

 

 ( نحامممممممل علمممممممى الاممممممميغة العاممممممممة لمبرهنمممممممة بيمممممممز1.2( و)1.1وبمممممممالتعويه بالمعمممممممادلتين )

 [Vaseghi, (2000)]: 





n

i
iij

iij

ji

xPxyP

xPxyP
yxP

1

)()|(

)()|(
)|(  

 

 

 وبالطريقة نفس ا يمكن الحاول على الايغة العامة لمبرهنة بيز ف  حالة المتغيرام المستمرة:






X

dxxPxyP

xPxyP
yxP

)()|(

)()|(
)|(  

 

  .(Probability Density Function) تمثل دالة الكثافة الاحتمالية P)(حيث أن 

 :  (Nature of Bayesian Inference) طبيعة استدلال بيز -1-3

)|(متغيممرام عشمموائية ل مما توزيممع احتمممال   (y1, y2, …,yn)افممره أن  yP ل حيممث θ تمثممل 

 معلمة التوزيعل فعندئذٍ:
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),,,(

)(P)|,,,(P
),,,|(

21

21
21

n

n
n

yyyP

yyy
yyyP







    

 

 حيث أن:










































dPyyyP

PyyyP

cyyyP

n

k

p
ppn

n

)()|,,,(

)()|,,,(

),,,(

21

1
21

1

21





  

 متغير متقطع 

 
 

 متغير مستمر 

 

 إذن:

)(P)|,,,(P),,,|( 2121  nn yyycyyyP     

 

ن كتابمة اميغة مبرهنمة بيمز بالاميغة فميمك - θسن ا خالية من - قيمة ثابتة )ثابم التناس (  cوبما أن 

 الآتية:

)(P)|,,,(P),,,|( 2121  nn yyyyyyP    )3.1(  

 

وكما نرى فإن الايغة العاممة تتكمون ممن ث ثمة أامزاول حيمث يتكمون الطمرف اسيممن ممن عماملين 

هدةل يمثل المعلومام المتوافرة حول المعلمة )خبرة أو اعتقاد شخام ( قبمل أخمذ أه مشما P(θ)اسول 

للمعلمة وهو يلع  دوراً مُ ماً  (Prior Distribution )ويدعى بالاحتمال الابتدائ  أو التوزيع اسول  

 ف  مبرهنة بيز ويانف إلى انفين سياره توضيح كلٌ من ما على حدا لاحقاً.

),,,|(والازو الثان  هو  21 nyyyP   دالة احمكمان(Likelihood Function) ل وتعمد دالمة

ل وهم  تمثمل المعلوممام المتموافرة ممن L)(ولمذل  تكتم  (θ)سننا ن مت  بدراسمة  (θ)احمكان دالة لـ 

  [Box & Tiao (1973)]البيانام حول المعلمة.

وإذا أخذنا بنظر الاعتبار المعلومام المأخوذة ممن البيانمام فضم ً عمن تلم  المتموافرة ممن التوزيمع 

وهمو الامزو الثالمث ممن  (Posterior Distribution)ما يسمى بالتوزيع ال حق  اسول  نحال على

)|,,,(مبرهنة بيمزل ويكتم   21 nyyyP   ويام  أن (1.3)ويمثمل الطمرف اسيسمر ممن المعادلمة .

وهمو العاممل المذه ياعمل  (Normalization Constant)يمثل ثابم التطبيع   cنؤكد هنا أن الثابم  

 يع ال حق )أو الماموع( مساوٍ لواحد. وبذل  يمكننا كتابة مبرهنة بيز بالايغة الآتية:تكامل التوز

)()(),,,|( 21  PLyyyP n    
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وبالراوع إلى التوزيع اسول  فإنه باحمكان تانيفه إلى نوعين وذل  تبعاً سهمية المعلوممام التم  

 ل وهذان النوعان هما:θ يوفرها حول المعلمة

 ذو المعلومات القليلة:التوزيع الأولي  -1-3-1

Non-Informative Prior Distribution: 

عندما تكون دالة احمكان م يمنة على التوزيع اسول  فعندئذٍ يعمرف ذلم  التوزيمع بأنمه توزيمع 

أول  ذو معلومام قليلةل ويكون هذا التوزيع ذا تأثير قليل علمى المنطقمة التم  تكمون في ما دالمة 

فمم  التوزيممع ال حممق باحضممافة إلممى ذلمم  ف ممو لا  (Appreciable)احمكممان ذام تممأثير مممدر  

إن التوزيع الذه له الخواص أع ة  -(1-1أنظر الشكل ) -يأخذ قيماً كبيرة خارج تل  المنطقة 

أو توزيع  (Locally Uniform Prior Distribution)يعرف بتوزيع أول  منتظ  موضعياً 

 [Box & Tiao, 1973]. (Improper Prior Distribution)أول  مير كامل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ويقس  التوزيع اسول  ذو المعلومام القليلة إلى قسمين:

 التوزيع الأولي ذو المعلومات القليلة غير القياسي: -1-3-1-1

Non-Standard Non-Informative Prior Distribution: 

تقماد هذا النوع من التوزيع اسول  يختلف من شخص إلى آخرل وذل  حس  الخبرة والاع

 ] 1997الحمدان ل [الشخا . 

 

 التوزيع الأولي ذو المعلومات القليلة القياسي: -1-3-1-2

Standard Non-Informative Prior Distribution: 

ف  هذة الحالة يمكن إيااد التوزيمع اسولم  باسمتخدا  قمانون افريمز نسمبة إلمى اححامائ  

التوزيع اسول  لمعلمة  ل حيث ينص هذا القانون على أن(Harold Jeffreys)البريطان  

 واحممممممممممدة يتناسمممممممممم  مممممممممممع الاممممممممممذر التربيعمممممممممم  لقيمممممممممماس معلومممممممممممام فيشممممممممممر

(Square Root of Fisher Information Measure) :ل أه أن 

 
 (1-1الشكل)

 [Box & Tiao, 1973]دالة احمكان الم يمنة على التوزيع اسول .   منحنى
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  21
)()(  yIP   

التم  يوفرهما المتغيمر العشموائ   θتمثل معلومام فيشمر حمول المعلممة   yI)(حيث أن 

(y)ااد معلومام فيشر كالآت :. ويمكن إي 

2
)|(ln

)( 
















yf
EI y  

 :[Kendall & Stuart, 1976]كما يمكن إياادها بايغة بديلة. 














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2 )|(ln
)(






yf
EI y  

 

 :(Informative Prior Distribution)التوزيع الأولي ذي المعلومات  -1-3-2

أثير ملحوظ على التوزيع هو ذل  التوزيع الذه لا تكون دالة احمكان م يمنة عليهل ويكون له ت

ال حق. ويبدو من الواضمح هنما بأنمه إذا كمان التوزيمع اسولم  م يمنماً علمى دالمة احمكمان ف مذا 

يعن  أن القس  اسكبر من المعلومام تأت  من هذا التوزيع ول ذا يطلق على التوزيع اسول  ف  

 .(Informative)هذة الحالة بذه المعلومام 

 

 :(Conjugate Families) العائلات المتآلفة -1-4

إذا كان كلٌ من التوزيع اسول  وال حق ينتميان إلى نفس العائلة من التوزيعمام فعندئمذٍ يطلمق علمى 

 [Lindgren, 1962]هذة التوزيعام بالتوزيعام المتآلفة. لمزيد من المعلومام أنظر 

 :مثال 

),,(علمى فمره أن  21 nyyy زيمع طبيعم  بمتوسمط  عينمة عشموائية ممن ماتممع لمه توθ  وتبماين

σمعلو  
 ل أه أن:2

2

22

2 )(
2

1
exp

2

1
),|( 


  ii yyf

 

0

,,2,1

2 











iy

ni 

 














n

i
i

n

yL
1

2

22
)(

2

1
exp

2

1
)( 


  

2

2
)(

2
exp)( y

n
L  


  

n

y

y

n

i
i

 1,  



 00 

2وتباين  ل ا توزيع أول  طبيع  بمتوسط  θوافره أيضاً أن 

:ل أه أن 

2

22
)(

2

1
exp

2

1
)( 



 


P  

 

 وعليه يمكن إيااد التوزيع ال حق كالآت :
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 نحال على: وبفتح اسقواس وحذف الحدود الت  لا تحتوه على 
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(Kernel)واسخير يمثل نواة 
 : توسط التوزيع الطبيع  بم 0
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)(وبقسمة البسط والمقا  على  22

 :فإن 

 

 :وتباين التوزيع ال حق 
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22













n
 

يمكممن كتابتممه بالامميغة العامممة للتوزيممع  وبممذل  فممان التوزيممع ال حممـق لمعممدل التوزيممع الطبيعمم  

 الطبيع :

2

21 )(
2

1
exp

2

1
),,,|( 


 nyyyP   

 

2وتباين معلو    إذن كما هو م حـظ فإن التوزيـع الطـبيع  اسول  بمتوسـط 

  ًأعطـى توزيعا

 يعان اسول  وال حق هما من عائلة متآلفة.لاحقاً طبيعياً أيضالً أه أن التوز

 

                                                 
0

 بأنها ذلك الجزء من دالة التوزيع الاحتمالي الذي يحتوي على المعلمة المدروسة. (Kernel)تعرف نواة التوزيع في استدلال بيز   
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 ملاحظة: 

ل حيمث دقمة العينمة (Precision)من اسفضل كتابة متوسط وتباين التوزيع ال حق بدلالة الدقمة 

2ه  ns   21ل ودقة التوزيع اسول  ه   :ل أه أن 















s

s y
 

ps 


11







 

 

وي حممظ أن متوسممط التوزيممع ال حممق هممو المتوسممط الممموزون  لمعممدل العينممة ومعممدل التوزيممع 

اسول ل حيث تكون اسوزان ه  الدقة ف  كل حالة. وي حظ أيضاً أن الدقة ف  التوزيع ال حق ه  

الدقة ف  العينة مضافاً إلي ا الدقة ف  التوزيع اسول    sp. 

 ( يوضح بعه اسمثلة عن العائ م المتآلفة.1-1والادول )

 :(Bayes Estimation)تقدير بيز  -1-5

إن الغايممة مممن إيامماد التوزيممع ال حممق فمم  مبرهنممة بيممز همم  الحاممول علممى تقممدير للمعلمممة منمم  

بالمعلومممام المعبممرة عممن واقممع حممال المعلمممةل سممواوً كممان ذلمم  التقممدير بنقطممة أ  بفتممرة. وسمموف يكممون 

 .(Bayesian Point Estimation)امنا ف  هذة الدراسة حول تقدير بيز بنقطة اهتم

وهنا  عدة طرائق حيااد مقدر بيمز النقطم ل حيمث تعتممد همذة الطرائمق فم  مالبيت ما علمى إياادهما 

أقل ما يمكنل حيث أن دالمة (Conditional Risk Function) لمقدر ياعل دالة المخاطرة الشرطية 

 (1-1الادول )
 [Lindgren, 1962]بعه التوزيعام ذام العائ م المتآلفة.  

Posterior Dist. Prior Dist. Likelihood Fun. 
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)ˆ|,,,(ة المخمماطرة الشممرطي 21 nyyy ل همم  عبممارة عمممن التوقممع الشممرط  لدالممة كلفممة الخطمممأ 

(Cost of Error Function ),ˆ( C )ˆ,( Loss Function)ل أو دالة الخسارة ( l  ل أه أن: (

],,,|),ˆ([)|ˆ( 21 nyyyCEy    

 





 dyyyPC n ),,,|(),ˆ( 21   

 

 أه أن: 

),,,|ˆ(minargˆ
21 nB yyy    

 








 



 dyyyPC n ),,,|(),ˆ(minarg 21   

 .Bayesian Risk Functionوتعرف دالة المخاطرة الشرطية بدالة مخاطرة بيز 

 ومن هذة الطرائق:

 Maximum A Posteriori Estimationتقدير بيز لتعظيم دالة التوزيع اللاحق:  -1-5-1

)|,,,(هو المقدر الذه يعظ  دالة التوزيع ال حق  21 nyyyP  ل ويرمز له بـMAP̂  ويمكن

قيمممة ثابتممة  – (Uniform Cost Function)إياممادة فقممط عنممدما تكممون دالممة الكلفممة منتظمممة 

 ل وتعرف:θ – [Vaseghi, 2000]لفترام معينة من قي  







 


otherwise

if
C

1

ˆ0
),ˆ(


  

 ة المخاطرة كالآت :مقدار موا  اغيرل إذن تكون دال حيث أن 







 dyyyPyyy nn ),,,|(),,,|ˆ( 2121   

 وعند التعويه بدالة الخسارة بما يساوي ا نحال على الآت : 








ˆ

2121 ),,,|(),,,|ˆ( dyyyPyyy nn   












ˆ

ˆ
21 ),,,|(1 dyyyP n  

علمى التكاممل  -Aالملحمق  - (Mean Value Theorem)وبتطبيمق مبرهنمة القيممة المتوسمطة 

 :[Melsa & Cohn, 1978] اسخير نحال على. 
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),,,|ˆ()]ˆ()ˆ[(1),,,|ˆ( 2121 nn yyyPyyy     

 ),,,|ˆ(21 21 nyyyP    

 

ل إذن ذلم  -( 2-1أنظمر الشمكل ) -وسن مقدر بيز بشكل عا  ياعل دالة المخاطرة أقل مما يمكمن

 يتطل  أن يكون التوزيع ال حق أكبر ما يمكنل أه أن:

)ˆ(),,,,|ˆ(),,,|ˆ( 2121   nnB yyyPyyyP   

Bحيث أن  ˆˆ مقدر بيز لتعظي  التوزيع ال حق: ل إذن يكون 

),,,|(maxargˆ
21 nMAP yyyP    

 معنمممممى ذلممممم  أن مقمممممدر بيمممممز لتعظمممممي  التوزيمممممع ال حمممممق همممممو منممممموال التوزيمممممع ال حمممممق

Mode of Posterior Distribution. 

 

 :(Maximum Likelihood Estimation)تقدير الإمكان الأعظم  -1-5-2

ل وهمذا المقمـدر لا ML̂ـ  ما يمكن ويرمز لمه بمـ وهو التقدير الذه ياعل من دالــة احمكان أعـظ

يمكن إياادة ف  استدلال بيز إلا ف  حالة كون دالة كلفمة الخطمأ منتظممة وكمذل  يام  أن يكمون 

التوزيع اسول  منتظماً أيضاً أو قليل المعلوممامل فعندئمذ يكمون التوزيمع ال حمق فم  تناسم  ممع 

من إياماد مقمدر احمكمان اسعظم  وذلم  بمالتعويه عمن دالمة الخسمارة بمما دالة احمكانل فنتمكن 

يسمماوي ا وعممن التوزيممع ال حممق بممما يسمماويه مممن مبرهنممة بيممز ومممن ثمم   تطبيممق مبرهنممة القيمممة 

 المتوسطة على التكامل:

 
 (2-1الشكل )

 [Vaseghi, 2000]دالة الكلفة المنتظمة ومنحنى التوزيع ال حق.  
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
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dLPConst
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


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



 

 كبر ما يمكن:من الواضح أن اعل دالة المخاطرة أقل ما يمكن يتطل  اعل دالة احمكان أ

)(maxargˆ  LML   

إن الفرق اسساس  بين مقدر احمكان اسعظ  ومقمدر بيمز لتعظمي  التوزيمع ال حمق يكممن فم  أن 

 - θ قيمة ثابتة على اميمع قمي   -مقدر احمكان اسعظ  يفتره أن يكون التوزيع اسول  منتظما

سعظمم  فمم  هممذة الحالممة هممو نفسممه مقممدر أو قليممل المعلومممام. واممدير بالممذكر أن مقممدر احمكممان ا

 [Vaseghi, 2000]احمكان اسعظ  ف  الاستدلال الك سيك . 

 

 تقدير بيز ذو أقل متوسط مربع خطأ: -1-5-3

Minimum Mean Square Error Bayes Estimation: 

يكون مقدر بيمز فم  همذة الطريقمة همو المقمدر المذه ياعمل توقمع دالمة كلفمة مربمع الخطمأ أو دالمة 

. حيمث MMSE̂أقل ما يمكنل ويرممز لمه بمـ  Quadratic Loss Functionة التربيعية الخسـار

 أن دالة كلفة مربع الخطأ ه :

2)ˆ(),ˆ(  C  

 إذن:



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2
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2

21


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( نشمتق دالمة المخماطرة Optimalوحيااد مقدر بيز الذه له أقل متوسط مربع خطأ )أو اسمثمل 

 ونساوه المقدار بالافر وكالآت : ̂الشرطية بالنسبة لـ 


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),,,|(),,,|(ˆ
2121 nnMMSE yyyEdyyyP  



 


 

وكما ن حظ فإن تقدير بيز ذو أقل متوسط مربع خطأ هو نفسه معدل التوزيع ال حقل ويعد هذا 

 ياادة.المقدر من أكثر مقدرام بيز استخداماً وذل  لس ولة إ
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 (1-1الشكل )

 [Vaseghi, 2000]منحنى التوزيع المتماثل إضافة إلى الوسط والوسيط والمنوال.  
 

 تقدير بيز ذو أقل قيمة متوسط خطأ مطلق: -1-5-4

Minimum Mean Absolute Value of Error Bayes Estimation: 

وهو مقدر بيز الذه ياعل توقع دالة كلفة الخطأ المطلق )دالة المخاطرة( أقل مما يمكمنل ويرممز 

 ل وتعرف دالة كلفة الخطأ المطلق كالآت :MAVE̂له بـ 

  ˆ),ˆ(C  

























ˆ
21

ˆ

21

2121

),,,|()ˆ(),,,|()ˆ(

),,,|(ˆ),,,|ˆ(

dyyyPdyyyP

dyyyPyyy

nn

nn





 

 ومساواة الناتج بالافر نحال على الآت : ̂وبأخذ المشتقة لدالة مخاطرة بيز بالنسبة لـ 














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










ˆ

21

ˆ

21 ),,,|(),,,|( dyyyPdyyyP nn   

ق المعادلة اسخيرةل وبما أن الوسيط هو الذه يحقمق ه  القيمة الت  تحق MAVE̂إذن تكون قيمة 

 المعادلة أع ةل فيكون مقدر بيز ف  هذة الحالة هو وسيط التوزيع ال حق.

 ملاحظة : 

ويكون التوزيع اسول  منتظماً أو قليل المعلومام فإن  (Symmetric)عندما يكون التوزيع متماثل 

MAVEMMSEMLMAPل أه أن:-(1-1أنظر الشكل )-المقدرام اسربعة تتساوى   ˆˆˆˆ  

 .[Vaseghi, 2000 ; Melsa & Cohn, 1978] وللمزيد من المعلومام أنظر
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 :(Bayesian Sequential Analysis)تحليل بيز المتسلسل  -1-6

بمدون تحديمد مسمبق  -واحدة تلمو اسخمرى -يقاد بالتحليل المتسلسل أخذ المشاهدام بشكل متسلسل 

الغاية من ذل  الحاول على دقمة أعلمى مقابمل كلفمة أدنمىل لمذا فمإن همذا اسسملو  كثيمر لحا  العينةل و

أول من اسمتخد  التحليمل المتسلسمل فم   [Wald, 1947]الاستخدا  ف  ماال السيطرة النوعية. وكان 

 ماال اختبار الفرضيام.

 ولغره توضيح التحليل المتسلسل بشكل مبسط نفتره المثال الآت : 

ل وقمنما بحسمـا  P)(ل ما توزيمع أولمـ  ممـن ماتممع لمه معلممة  1yدينا المشمـاهدةلنفره أنه لم

 التوزيع ال حـق للمعلمةل فعندئذٍ:

)|()()|( 11  yPPyP   

ومسمـتقلة عن مال وأردنما حسمـا   1yفمس ماتممعممن ن 2yولنفره أيضاً أننا أخذنا مشـاهدة أخمرى

)|(التوزيع ال حق للمعلمةل فعندئذ سوف نستخد   1yP   : كتوزيع أول ل وكالآت 

)|()|(),|( 2121  yPyPyyP   
 

لمة ومن هنا يتضح المف و  اسساس  لتحليل بيز المتسلسملل حيمث يلعم  التوزيمع ال حمق فم  المرح

m   1دور التوزيع اسول  ف  المرحلةm ل والآن إذا كان لدينا(n)  من المشاهدام المستقلة أخمذم

 بشكل متسلسل فإن التوزيع ال حق ف  كل مرحلة يحس  كما يأت :

),,|()|(),,|( 111  mmm yyPyPyyP    nm ,,2,   

 

 حيث أن:

)()|()|( 11  PyPyP   

 :ملاحظة 

إن استخدا  توزيع أول  اديد للمعلمة ف  كل مرحلة لا يعن  أن المعلومام الابتدائية قد ت شم بمل 

تكون مضمنة فم  كمل مرحلمة فم  التوزيمع اسولم  الخماص بتلم  المرحلمةل وي حمظ أيضماً أن التوزيمع 

 [Wald, 1947]. أنظر Informative Priorاسول  ف  التحليل المتسلسل يكون دائما من نوع 
 

 (:Dynamic Linear Modelsالنماذج الخطية الحركية ) -1-7

إن النماذج الخطية الحركية ه  منظومة ممن المعمادلام توضمح الع قمة التامادفية بمين المتغيمرام 

فم  عمليمام الس سمل الزمنيمةل فضم ً عمن  (State Variable)العشوائية والمعلمام أو متغير الحالة 

توضح معلمام العملية والتطورام الت  تطرأ علي ا نتياة مرور الزمن ويمكمن التعبيمر عمن ذلم  ذل  

 [Harrison & Stevens, 1976( أدناة. ]1.1رياضياً كما ف  منظومة المعادلام )
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وهنمما  الكثيممر مممن اسمثلممة عممن الس سممل الزمنيممة فمم  الحقممول المختلفممة مثممل الاقتامماد وهندسممة 

 [Dulger, 2001الطبيعية والعسكرية وميرها الكثير.]الاتاالام والعلو  

حيممث أن النمذاممة الرياضممية واححاممائية ل ممذة العمليممام تعتمممد علممى أاممناف متنوعممة مممن النممماذج 

 (Harrison & Stevens)الحركيمةل وقممد تمم ع اسمتعراه العديممد مممن همذة النممماذج مممن قبمل البمماحثين 

( وكممذل  نممماذج Static Regression Modelsة )وبأسمملو  سمملسل ومن مما نممماذج الانحممدار السمماكن

 Seasonal Models( والنمماذج الموسممية Dynamic Regression Modelsالانحمدار الحركيمة )

 ( وميرها من النماذج الحركية. Steady Modelsوالنماذج المستقرة )

لطبيعيمممة       إن أكثمممر أامممناف النمممماذج الخطيمممة الحركيمممة اسمممتخداماً هممم  النمممماذج الخطيمممة الحركيمممة ا

(Normal Dynamic Linear Models( ويشار إلي ا اختاماراً بمـ )DLMs عنمدما تكمون الحالمة )

 [West & Harrison, 1989الطبيعية مدركة.]

ويتممألف النممموذج الخطمم  الحركمم  الطبيعمم  باممورة عامممة مممن معممادلتين خطيتممينل تممدعى اسولممى 

(ل System Equationانيممة بمعادلممة النظمما  )( والثObservation Equationبمعادلممة المشمماهدة )

 وكالآت :

tttt FY    )4.1( a  

tttt G   1  )4.1( b  

 

 حيث أن:

t:   2,1,(يمثل دليل الزمنل ويأخذ القي( t. 

tY: عند الزمن يمثل متاه المشاهدامt 1(ل وهو ذو بعد( m. 

t: يمثل متاه المعلمام عند الزمنt1(ل ويعرف بمتاه النظا  أو الحالةل وهو ذو بعد( n. 

tF: ون معلومة عند الزمنتمثل مافوفة المتغيرام المستقلةل وتكt ل وه  ذام بعد)( nm. 

tG: تمثل مافوفة النظا ل وتكون معلومة عند الزمنtل وه  ذام بعد)( nn. 

t:

 

)(0شمممماهدام بمتوسممممطيمثممممل متاممممه اسخطمممماو العشمممموائية الطبيعيممممة للم tE   وماممممفوفة

)(تباين ttt EV   معلومة عند الزمنt0,(ل أه أن(~ tmt VN1(ل وهو ذو بعد( m. 

t:

 

)(0يمثمممممل متامممممه اسخطممممماو العشممممموائية الطبيعيمممممة للنظممممما  بمتوسمممممط tE   ومامممممفوفة

)(تباين ttt EW   معلومة عند الزمنt0,(ل أه أن(~ tnt WN1(ل وذو بعد( n. 

 

 ( الآت :Quadrupleويمكن واف النموذج الخط  الحرك  الطبيع  بواسطة الرباع  )
},,,{ tttt WVGF  
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)(هما مافوفتا التباين لخطمأ المشماهدة وخطمأ النظما  وهمما ذواتما بعمد  tWو  tVحيث أن  mm 

)(و nn . على التوال 

 

 :ملاحظة 

عندئمذٍ يمدعى النمموذج بنمموذج ل فtثمابتتين لاميمع قمي  tGو tFإذا كان كلٌ من المافوفتين  .1

(ل ويمكمن وامفه ممن Time Series DLM or TSDLMالسلسلة الزمنية الخط  الحركم  )

},,,{خ ل الرباع   tt WVGF. 

الزمنية الخط   ف  نموذج السلسلة tثابتتين لاميع قي   tWو tVإذا كان كلٌ من المافوفتين .2

والمذه  Constant DLMالحركم ل فعندئمذٍ يمدعى النمموذج بمالنموذج الخطم  الحركم  الثابمم 

},,,{يمكن وافه من خ ل الرباع  WVGF. 

 

إن همممذة التامممنيفام الم ممممة تضممم  الاممموهر اسساسممم  لاميمممع نمممماذج الس سمممل الزمنيمممة الخطيمممة 

 [West & Harrison, 1989الك سيكية.]

 

 ض فوائد النماذج الخطية الحركية:بع 

( عند بناو النماذجل فف  كثير من التطبيقام توفر Stationary) تفاده فرضية الاستقرارية .0

 ( مرونة عالية ف  تمثيل الس سل الزمنية.Dynamicallyالنمذاة بأسلو  حرك  )

والنمممماذج تمكننممما ممممن نمذامممة المكونمممام المختلفمممة للسلسممملة الزمنيمممة )مثمممل نمممماذج الانحمممدار  .1

( وممن ثم  توضمع همذة النمماذج معماً Sub-Models( بشمكل منفامل بنمماذج ازئيمة )…الموسمية

 لايامة النموذج العا  للسلسلة الزمنية.

وكممممذل  فمممم  اسممممتخدا  التقنيممممام التحليليممممة للنممممماذج الخطيممممة الحركيممممة مثممممل مرشممممح كممممالمن         .1

(Kalman Filterلوقمم يزودنما بمالتوقع الشمرط  لمتامه ( الذه يزودنا بالمقمدر اسمثمل )وبمنفس ا

 الحالة( تحم الفروه التقليديةل أو يمكن أن يعد ح ً تقريبياً ف  الحالام اسكثر عمومية.

 [Campagnoli, et al. 2000] انظر

 

 مبرهنة بيز والنماذج الخطية الحركية:  -1-8

)(إن الاستدلال حول قيمة t عند الزمن)(t  ف  النماذج الخطيمة الحركيمة يتطلم  تموافر معلوممام

)1(مسبقة من المرحلة الزمنية الت  تسمبق ا t  ل وهمذة المعلوممام يمكمن تمثيل ما بمالتوزيع ال حمق فم

)1(المرحلة tل كما يتطل  معرفة توزيمع كمل ممن حمده الخطمأ)&( tt أيضماً ل وبالتأكيمد يتطلم  
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)(مشاهدة اديدة tY[ .Harrison & Stevens, 1976 وبذل  يمكننا تطبيق أسلو  بيز ف  التحليمل .]

)(المتسلسلل حيث يت  حسا  التوزيعين اسول  وال حق لـ t ف  كل مرحلة زمنية)(t والفقرة الآتية .

 .t)(ة المتبعة حيااد التوزيعين المذكورين ف  كل مرحلة زمنيةتوضح العمليام الرياضي

 

  إيجاد التوزيعين الأولي واللاحق للنظام عند الزمن t: 

إن النموذج الخط  الحرك  الطبيع  هو النموذج الخط  الحرك  الذه تتوزع مكوناته وفق التوزيع 

 عن اسخطاو تتبع التوزيع الطبيع  عند كل زمن. الطبيع ل أه أن المشاهدام والمعلمام فض ً 

يكمون  0tعند الزمـمـن tفإذا فرضنا أن التمثيل الاحتمال  للمعلومام المتوافرة حــول المعلمة 

 كالآت :

),(~  CMNn   

 حيث أن:

: 0لزمنيمثل متاه المعلمام عند اt1(ل ذو بعد( n. 

M: 0يمثل متاه المتوسط عند الزمنt1(ل ذو بعد( n. 

C: 0تمثل مافوفة التباين عند الزمنtل ذو بعد)( nn. 

)(لنفره أن و 1tD  تشـمل اميمـع الممـعلومام المتمـأتية ممـن المشــاهمـدام),,,( 121 tYYY   وممـن

)0(فضـ ً عن المعلومـام المتوافرة عند الزمـن  tلاميـع قيـ   tWو  tVماـفوفت  التـباين  t  أه

D:ل أه أن 

},,,,,,{ 1211   DWVYYYD tttt   

فض ً عن المعلومام  tYتكون متأتية من المشاهدة الاديدة  tلذا فإن المعلومام الاديدة عند أه زمن 

)(اسولية  1tD[.West & Harrison, 1989:أه أن ] 

},{ 1 ttt DYD  

 هو: 1tوباستخدا  الاستقراو الرياض  فإن التوزيع ال حق للنظا  عند الزمن 

),(~)|( 1111  ttntt CMND  

 tومن مبرهنة بيز باستخدا  التحليل المتسـلسـلل فإن التوزيع الاحتمال  ال حق للنظـا  عند الزمــن

 لايغة الآتية:يمكن إياادة حس  ا

)|()|()|( 1 tttttt YPDPDP    )5.1(  
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)|(من الواضـح أن 1tt D  يتبع التوزيع الطبيع  وذل  سنt  ( 1دالة خطـية لـt وt وهما )

 ام التوزيع اسول  كالآت :يتوزعان توزيعاً طبيعياً مستق لً ويمكن إيااد معلم

1

111 )|()|(









tt

tttttt

MG

DGEDE 
 

tttt

tttttt

WGCG

DGVarDVar









1

111 )|()|( 
 

 

)(ويرمز ل ذا التباين بـ tR: ل وكالآت 

ttttt WGCGR  1  
)6.1(  

 

)(توزيعاً طبيعياً بمتامه متوسمط t)(إذن يكون التوزيع اسول  للنظا  عند الزمن 1ttMG  وهمو ذو

)1(بعد  nل ومافوفة تباين)( tR ذو بعد)( nn:ل أه أن 

),(~)|( 11 tttntt RMGND    
)7.1(  

 

)|(وكذل  بما أن ttY  ( هو عبـارة عن دالــة خطــية لمـt وt ُوهمما يتوزعمان توزيعماً طبيعيما )

)|(مستق لً إذن يكون توزيع  ttY  : طبيعياً أيضالً ويت  إيااد معلمام التوزيع كالآت 

tt

tttttt

F

FEYE







 )|()|(
 

t

tttttt

V

FVarYVar



 )|()|( 
 

),(~)|( tttmtt VFNY   )8.1(  

 

(ل 1.1( و)1.6( وباسمتخدا  )1.1يااد التوزيع ال حق فم  الع قمة )وبالعودة إلى أسلو  بيز ف  إ

 نحال على:

 )()()()(
2

1
exp)|( 1

1

1

1 tttttttttttttttt FYVFYMGRMGDP   





  

 

 

]2

2[
2

1
exp

111

1

1

1

1

1

1

tttttttttttt

tttttttttttt

FVFFVYYVY

MGRGMRGMR






















 

 
 .)(2)(

2

1
exp 11

1

11 ConstFVYRGMFVFR ttttttttttttt  



   

 .tلا يحتوه على  Const.حيث أن 
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 نتوال إلى: tوبإكمال المربع وحذف الحدود الت  لا تحتوه على 

 )()(
2

1
exp)|( 1

ttttttt MCMDP     

 حيث أن:

)()( 1

1

1 



  ttttttttttttt MGFYVFRFFRMGM  )9.1(  

111 )(   ttttt FVFRC  )10.1(  

 

ذو  tMتوزيمـعاً طبيـعمـياً متعمدداً بمتامه متوسمـط tإذن يكون التوزيـع ال حـق للنظـا  عمـند المزمن

)1(بعد nل ومافوفة تباينtC ذو بعد)( nn: ل ويمكن تمثيله وافياً كالآت 

),(~)|( ttntt CMND  )11.1(  

 [West & Harrison, 1989; Jalil, 1988]أنظر 

 

( وتدعى أحياناً بنظرية Recursive Estimation) إن طريقة التقدير هذة تعرف بالتقدير التعاقب 

 [Bozic, 1979(. ]Modern Estimation Theoryالتقدير الحديثة )

 :ملاحظة 

(  Matrix Inversion Lemmaقد يكون من المفيد استخدا  متطابقة مأخوذة معكوس المافوفة )

غة أخمرى تكمون فم  أملم  اسحيمان أكثمر بامي tCوذل  لاميامة مامفوفة تبماين التوزيمع ال حمق

 ل وكالآت :[Melsa & Cohn, 1978]م ئمة حسابيالً 

tttttttttttttt CRFVFRFFRRFVFR   1111 )()(  )12.1(  

 

 :توضيح 

ل وافمممره أيضممماً }1,1,1,1{افمممره أنمممه لمممدينا النمممموذج الخطممم  الحركممم  المواممموف بالربممماع 

)2,1(أن t 3(وأن( 1 y 8(و( 2 y  ل وليكــمـن التوزيـــمـع الابتدائـمـInitial Distribution) )

~)3,5(للمعلممممممـة هـمممممـو  N فعنمممممد المممممزمن .(t=1)  يكمممممون التـوزيمممممـع اسولممممم  للمعلممممممـة همممممو

)4,5(~)|( 1 ND( ل وباحمكمـان إياماد التـوزيمـع1.7ل حيث يمكن إياادة بسم ولة ممن)  ال حـمـق

)1(للمعلمة عـند الزمـن t (  ويكون1.11وذل  باستخـدا ))8.0,4.3(~)|( 11 ND ل وي حظ أن

أقمل ممن متوسمط التوزيمع  1yمتوسط التوزيع ال حق أقل ممن متوسمط التوزيمع اسولم  وذلم  سن قيممة

 (.1-1اسول ل لا حظ الشكل )
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)|(~)8.1,4.3(( وهو1.7يمكن إيااد التوزيع اسول  للمعلمة من ) (t=2)زمن وف  ال 12 ND ل

)|(~)642.0,357.6(( ويكمون1.11وكذل  يمكمن إياماد التوزيمع ال حمق للمعلممة ممن ) 22 ND ل

)8(وبما أن  2 y  فإن منحى التوزيع ال حمق ينسمح  نحمو اليممين مقارنمة بمنحنمى التوزيمع اسولم ل

 (.1-1حظ الشكل )لا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بعض النماذج الخطية الحركية: -1-9

(ل معالامة الامورة Quality Controlإن التطبيقمام العمليمة اححامائية مثمل السميطرة النوعيمة )

(Image Processing( ومعالاة احشارة )Signal Processing تتبع أنواعماً مختلفمة ممن النمماذج )

م الحاالة خ ل الزمن ف  متاه الحالة بشكل خاصل وبالعملية العشوائية الحركيةل وذل  تبعاً للتغيرا

 بشكل عا . ومن هذة النماذج:

 

 (1-1)الشكل 
)2(منحنى التوزيعين اسول  وال حق عند الزمن  t  

 

 

 (1-1)الشكل 
)1(منحنى التوزيعين اسول  وال حق عند الزمن  t  
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 (:Step Modelالنموذج الدرجي ) -1-9-1

وهو أحد أبسمط النمماذج الخطيمة الحركيمة  وأكثرهما انتشماراً فم  كثيمر ممن التطبيقمامل وفيمه تحمدث 

(. وفم  كمل قفمزة يتغيمر Jumpsا قفمزام )تغيرام عشوائية مفاائة ف  مستوى العملية يطلمق علي م

مستوى العمليمة إلمى مســـمـتوى آخمر اديمد وذلم  بإضـمـافة حمد الخطمأ العشـــمـوائ  الطبيعـمـ 
t

 .

[[Jalil, 1988 

)1,(وهذا لا يعن  واود تغير ف  مستوى العملية عند كل فترة زمنية tt   ًفقد يبقى المسمتوى ثابتما

 tفترة زمنية واحدة أو أكثر ومن ث   تحدث القفزة بشكل مفماا،ل إن همذا التغيمر يظ مر فم  تبماينل

 وتكون ايغة هذا النموذج كالآت :حيث يابح التباين أكبرل 
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مسمتوى )معمدل( العمليمة الحقيقم  عنمد  tل وتمثمل tتمثل القيمة المشاهدة عند المزمن tyحيث أن 

tو tل ويمثل كملٌ ممن )tالزمن
 حمد الخطمأ العشموائ  لمعادلمة المشماهدة ومعادلمة النظما  علمى )

)(وتباين )0(التوال  وهما يتوزعان توزيعاً طبيعياً بمتوسط 2

 و)( 2


  على التموال  ومسمتقلين

. ويمكن (n=m=1) عن بقية المتغيرام فض ً عن عد  ترابط ما معاً. وي حظ ف  هذا النموذج أن

}1,1,,{واف هذا النموذج من خ ل الرباع  22

  :حيث أن . 

)(),(),1(),1( 22

   tttt WVGGFF 

 

 د التوزيعين الأولي واللاحق لمستوى العمليةإيجاt  عند الزمنt: 

)(مما تقد   فإن مستوى العمليمة يتبمع التوزيمع الطبيعم  بمتوسمط   mM  وتبماين)(   cC ل

 أه أن:

),(~  cmN  

 وباستخدا  الاستقراو الرياض ل فإن:

),(~)|( 1111  tttt cmND  

 ل وكالآت : t( نحال على متوسط وتباين التوزيع اسول  ف  الزمن1.7ومن )

11)|(   ttt mDE   
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2

11)|(


   ttttt crRDV  

 ل وكالآت :t( نحال على متوسط وتباين التوزيع ال حق ف  الزمن1.11ومن )

)1()1(

)()(
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ttt
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 
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
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tt
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 أه أن:

),(~)|( tttt cmND  

 نموذج النمو الخطي الحركي المركب: -1-9-2

Combined Dynamic Linear Growth Model: 

 tيعد هذا النموذج نموذااً موســعاً للنموذج الدراـ ل حيث يضـاف إليه حد النمو )عـامل الميـل(

العشموائ  الذه يتغير بتغير المزمن ممن خم ل حمد الخطمأ
t

[.Harrison & Stevens, 1976 .]

خ ل الزمنل يحدث نممو  tففض ً عن التغيرام الفاائية الت  تحال ف  مستوى )معدل( العملية

( فممم  مسمممتوى العمليمممة خممم ل المممزمن أه التغييمممر التمممدريا  Incremental Growthتزايمممده )

(Gradual)وهنممما  ال .( عديمممد ممممن التطبيقمممام فممم  الاقتامممادEconomics وسممميطرة العمليمممة )

(Process Control: الت  تتوافق مع هذا النموذج. ويمكن كتابة النموذج كالآت ) 
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ل tمستوى )معدل( العمليمة عنمد المزمن tل وتمثل tتمثل القيمة المشاهدة عند الزمن tyحيث أن 

tو tل ويمثل كلٌ مـــن )tعـامل مـيل المســــتوى عند الزمـــن tوتمثل 
 و

t
 حد الخــطأ )

هدة ولمستوى العملية ولميل مستوى العملية على التوال ل وتكون اسخطاو العشـوائ  الطبيع  للمشا

 مستقلة عن بعض ا البعه. وي حظ ف  هذا النموذج أن:
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 ويمكن كتابة هذا النموذج بطريقة المافوفام وكالآت :

ttt

ttt
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







1

 )13.1(  

 جاد التوزيعين الأولي واللاحق لمتجه الحالةإيt عند الزمنt: 

 مما تقد   فإن النظا  يتبع التوزيع الطبيع  الثنائ  المتغير الآت :

),(~ 2  CMN  

 ا كالآت :يمكن كتابت  tR( فإن مافوفة تباين التوزيع اسول  1.7ومن )
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( نحاممل علممى متاممه المتوسممط وماممفوفة التبمماين 1.12( وبالاعتممماد علممى الامميغة )1.11ومممن )

 ل وكالآت :tللتوزيع ال حق ف  الزمن 
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 [1997لمزيد من المعلومام أنظر ]الحمدان ل 

( ارى تفايل ا سول مرة من قبل العال  Recursive Estimationام التقدير التعاقب  )إن أساسي

(Kalman  ف  عا )ل حيث وضع ح ً لعمليمة التقمدير التعماقب  للحامول علمى المقمدر اسمثمل. 1971

وفمم  الفاممل الآتمم  سممن ت  بدراسممة هممذا اسسمملو  فضمم ً عممن توضمميح  بعممه المشمماكل التمم  تواا نمما 

 والتغل  علي ا. وطرائق حل ا
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 الفصل الثاني

 مرشح كالمن ومشكلة التباعد في مصفوفة التباين والتباين المشترك

 مقدمة: -2-1

. (Optimal Estimator)إن الغايةةا ااساسةةيا لةةن الهي ةةيص لةةل اللمةةر  لأمةة  الل ةة ي اال ةة  

ركانت ااساسيات الهل بنيت لأميها نظييةا اله ة يي لأنة  ظهريلةا لملةيل اارلة  هلهلة  لأمة   لة   الةا 

لخطأ أق  لا يلكن، ركلا لر للمرم فإن طيي ةا الليبلةات المةغيج ر ة ت ار  لةيل لأمة  ية  هباين ا

. رلنذ ذلك اللين ههابلت ال ياسات اللرسلا فل لذا الل ةا ، رخمرمةا  5971لأام  (Gauss)اللالم 

رقة  ظهةيت أرلة  ال ياسةات  (Optimal Linear Estimation)فيلا يهلمق باله ة يي الخطةل اال ة  

ل فةةةةل لسةةةةألا الهي ةةةيص فةةةةل لطمةةةةن اايبلينةةةةات لةةةن ال ةةةةين اللا ةةةةل، ليةةة  قةةةةام كةةةة   لةةةةن اليائةةة 

(Kolmogorov)  ر5795لأةام ،(Wiener)  ب ةةك  لسةةه   بهطةةريي ه نيةةا دي ةةا  ه ةة يي  5791لأةةام

 (Linear Minimum Mean-Square Error Estimation)خطةل ذ  أقة  لهرسةط ليبةن خطةأ 

 ا ةةةةي الكبيةةةةي  ل ةةةةا  فةةةةل هطةةةةريي فكةةةةيل لي ةةةةص كةةةةاللن.رالةةةةذ  ل ةةةةل الهلالةةةةا  بالغةةةةا  ركةةةةان لةةةة  ا

[Sorenson, 1970]  م هةرج  ،[Wiener, 1949]  ياسةه  همةك بنهةائخ أخةيج هلخ ةت لأةن ر ةن 

دي ا  الل  ي الخطل اال  ، ركانت لذه الخرايزليا  (Recursive Algorithm)خرايزليا هلاقبيا 

ف لا  لأن الللملا، رأن البيانات  (Scalar)ألا    ل ي ل ب يرط لنها أن الل ال ل الل يرسا ذات بُل 

)( ب  غيي لنههيا t  ف لا  لأن ذلك فإن الللميا ههسم با سه ياي(Stationary Process) . 

 (Wiener)بهطةريي النهةائخ الهةل هرمة  إليهةا  (Zadeh & Ragazzini)قةام  5711رفةل لأةام 

)(ن لي   ل  البيانةات لنههيةارذلك ب لمها أك ي لألرليا رذلك ل  t  ر ةلرلها لمللميةات الهةل

. هةلا ذلةك  ياسةات أخةيج فةل الل ةا  ن سة  (Non-Stationary Processes)ههسم بل م ا سةه ياي 

 5711فل لأام  Dolph & Woodburyنذكي لنها لأم  سبي  الل ا    اللمي ال ياسا الهل قام بها 

. Zadeh & Ragazziniرالهةل لةم ههلة  النهةائخ الهةل هرمة  إليهةا  1959ام فةل لأة Darlingtonر 

[Kailath, 1974] 

رلن ك يل ال ياسات فل لذا الل ا  ف   ب يت لأ يلا نرلأا  لا لأةن ه سةييلا لظةرالي لأ ية ل ظهةيت 

خمرما  فل أراخي الخلسينات بل   خر  لأمي ال  اء رظهري ل كما هل ي  ل اي ال لةي المةنالأل 

(Satellite Orbit)  لةةن ليةة  السةةيلأا(Velocity)   كللملةةا أرلةة  رالهل يةة(Acceleration) 

 كللملا  انيا، رذلك للأسباب الآهيا:

الهل ي  ال  ي ، ف ل ك يي لن االيان ههطمب لمر  لسالأ ل فل الللا  ت اله ا ةميا رال بييةا،  .5

 .(Polynomials)رلساب  ذري لهل  ات الل ر  
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 الللميات اللسابيا لأن  أخذ ل ال ل   ي ل.ير   ملربا رهل ي  فل  .1

 لأ م إلكانيا الهكيف ب ك  للائم لن لالا هل   الللملات رالل ال ات. .3

لةةةةن ر ةةةةن أر  خرايزليةةةةا هلاقبيةةةة ا  5717فةةةةل لأةةةةام  (Swerling)فةةةةل همةةةةك اا نةةةةاء هلكةةةةن 

(Recursive Algorithm)   لأةةن  للةة  الل ةةاك  الهةةل ههةهم بالنلةةاذ  ذات الللملةةات اللهلةة  ل، ف ةةلا

بر ةن خرايزليةا هلاقبيةا أك ةي هل ية ا  لةن همةك الهةل  [Kalman, 1960]الل ةاك  ااخةيج،  ةم قةام 

لكنها هليزت بكرنها أر  خرايزليا هههم ب ياسا ل اك  ه ة يي اللالةا الليكةل  (Swerling)ر لها 

(Dynamical State Estimation Problems)  رالهةل يسةيت فهةم رهلمية  الل ية  لةن الل ةاك ،

ههةةهم ب ياسةةا ه ةة يي اللالةةا الليكةةل فةةل  (Kalman)الهطبي يةةا. رقةة  كانةةت الخرايزليةةا الهةةل ر ةةلها 

)2,1,(أ   (Discrete Time)اازلنةا الله طلةا  t ةم قةام  .[Kalman & Bucy, 1961] 

لأيف رلر لا  (Continuous Time)بر ن خرايزليا له  يي اللالا الليكل فل اازلنا اللسهليل 

  [Kailath, 1974]. (Kalman-Bucy Filter) ل ا  ب  

بل  ذلك ههابلت ال ياسات النظييا رالهطبي يا رب ك  لرسن   ا  لأم  لا سلل  ل ا  بنظييا لي ص 

، ه لنت هطريي خرايزليةات لل  ةا لخرايزليةا لي ةص كةاللن (Kalman Filter Theory)كاللن 

رذلةك لمهغمةب لأمة  الل ةاك  الهةل هرا ة  اللسةهخ م  (Ordinary Kalman Algorithm)ا لأهيا   

لهذه الخرايزليا، ل ة  ل ةكما النلةاذ  غيةي الخطيةا، أر لأنة لا يكةرن هبةاين ااخطةاء غيةي للمةرم، أر 

ركةذلك بلةا الل ةاك  الل  يةا  [،5771]الللة انل، لأن لا هكرن ااخطاء الل ةرائيا لهيابطةا، انظةي 

 الهل هلم  فل لم رفا الهباين.

ن هلييف لي ص كاللن بأن  خرايزليا هلاقبيا دي ا  ل  ي أل   للهغيي اللالا أر الللملا، أ  ريلك

يكرن هباين خطأ اله  يي أق  لا يلكن. رهكلن الل كما الهل هطيق إليها كاللن فل إي ةا  الل ة ي اال ة  

)(لمللملةةا   ذلةةك هبلةةا  ل يلةةارقةة  أطمةةق كةةاللن لسةةليات لخهم ةةا لأمةة  اله ةة يي ر)(  كلؤ ةةي لمةةزلن

)(، فةإذا كانةتt)(اللطمرب اله  يي لأنة ه ل اينةا لةن الةزلن اللا ةي t   فهلةيف الل ةكما بالهلهية

(Smoothing)رإذا كانت ،)( t  فيطمق لأم  الل ةكما لسةل  الهي ةيص(Filtering) رأخيةيا  إذا ،

)(كانةةت t  فهلةةيف الل ةةكما لأن ئةةذن بةةالهنبؤ(Prediction)   ير ةةص ال ةةيق بةةين 5-1، رال ةةك )

 اللا ت ال لا .

 رقةةةةة  الأهلةةةةة  كةةةةةاللن فةةةةةل إي ةةةةةا ه لمل ةةةةة ي الخطةةةةةل اال ةةةةة  لأمةةةةة  فكةةةةةيل ادسةةةةة اط اللهلالةةةةة 

(Orthogonal Projections) أر لةةةا يلةةةيف بلبةةة أ الهلالةةة  (Orthogonal principle)  أ ،

 باسهخ ام طيي ا الليبلات المغيج، رالذ  يلكن ه ميم  ب ك  لبسط كالآهل:

 لر في نا أن  ل ينا النلرذ  الخطل الليكل الآهل:
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ttty    

ttt   1  

)ˆ(رليكن t ل  ي للهغيي اللالا أر الللملا)( t فل الزلن)(t:فلن ئذن إذا كان ، 

0])ˆ[(  ttt yE    

)ˆ(لي  أن  tt   .لر خطأ الهنبؤ 

)ˆ(فإن t  يكرن أف   ل  ي خطل ل)( tالهرقةن  . رق  هرم  كاللن إل  أن الل  ي الخطل اال   لةر

)(ال يطل ل  t ل يرطا  بكافا الللمرلات اللهرافيل له  الزلن)(t : أ 

)|( tt DE   

 رأن لذا الل  ي يلكن اللمر  لأمي  إذا هرافي أل  ال يطين الآهيين: 

)(إذا هرزع ك   لن لهغيي اللالا  .5 t ل ال ات رال)( ty .رفق الهرزين الطبيلل 

، أ  (Quadratic Loss Function)إذا كانةةت  الةةا الخسةةايل لةةل  الةةا الخسةةايل الهيبيليةةا  .1

)ˆ,()ˆ(2أن: ttttl   .[Kalman, 1960] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المغيج الهلاقبيا لن  رإذا لا قاينا الل  ي الخطل اال   الذ  هرم  إلي  كاللن بطيي ا الليبلات

 لأنةةةة  إي ةةةةا ه بطيي ةةةةا الهلميةةةة  اللهسمسةةةة   (MMSE)ل ةةةة ي بيةةةةز ذ  أقةةةة  لهرسةةةةط ليبةةةةن خطةةةةأ 

(Sequential Analysis)  نلالةظ أن ل ة ي(MMSE)  ،لةر ن سة  الل ة ي الةذ  هرمة  إلية  كةاللن

يز فل . إن اسهخ ام لبيلنا ب[Harrison & Stevens, 1976]رلذا بال بط لا هرم  إلي  البال ان 

 
 (5-1ال ك   
 [Snyder & Forbes, 2002]ال يق بين الهلهي  رالهي يص رالهنبؤ.
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لألميا هكرين لي ص كاللن هلطل سلاسا رسةهرلا لأةاليهين فةل الللميةات اللسةابيا الهةل يهطمبهةا إي ةا  

رالةذ  يهسةم بالهل ية   5711لي ص كاللن ل اينا لن ااسمرب الذ  ر ةل  كةاللن لملةيل اارلة  لأةام 

 [Maybeck, 1979]بلةا ال ةةلء. رلةةن ابةةيز لةةن اسةةهخ م أسةةمرب بيةةز فةةل هكةةرين لي ةةص كةةاللن 

 ر [West & Harrison, 1989]ر [Meinhold & Singpurwalla, 1983]ر

[Calder, et al. 2003] .رغييلم آخيرن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بعض التطبيقات التي يستخدم فيها مرشح كالمن: -2-2

ل   اسهُخ م لي ص كاللن لأم  نطاق راسةن فةل الل ية  لةن الل ةر  الهطبي يةا، رخمرمةا  همةك  

 ريل اللمليا الهل لة  ت فةل ل ةا  لن سةا ا همةا ت رالكرلبيةرهي رلأمةم الهل هطريت رن أت بل  ال

 ال  اء، رلن لذه الل ر  الهطبي يا:

الهطبي ةةات الهن سةةيا: ل ةة  للال ةةا اد ةةايل المةةا يل لأةةن ااقلةةاي المةةنالأيا أر المةةا يل لأةةن  .5

 (Navigation Systems)، رفل أنظلا الللالا (Radar Tracking)الهل يب براسطا اليا اي 

 الخاما بالليكبات ال  ائيا رالطائيات رالسيايات.

 Real-Timeالهطبي ةةةات اللاسةةةربيا: ل ةةة  للال ةةةا المةةةريل، رهل يةةة  اليسةةةرم ال رييةةةا  .1

Graphics.رفل الللال ا المرهيا ، 

الهطبي ات ا قهمةا يا رادلمةائيا: ل ة  الهنبةؤ باللؤ ةيات ا قهمةا يا، رفةل ل ةا  السةيطيل  .3

 .(Control Theory)سيطيل ادلمائيا رنظييا ال

 .[Welch, & Bishop, 2001]أنظي 

 

 رال ك  أ ناه ير ص باخهماي لألميا اله  يي الليكل الهل ر لها كاللن دي ا  الل  ي اال  .
 

 
 (1-1ال ك   

 .[Gelb, 1974]الل  ي اال  .دي ا  خطرات الخرايزليا الهلاقبيا الهل ر لها كاللن 
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 مرشح كالمن ومبرهنة بيز: -2-3

كلا سبق رأن ذكينا، فإن اسةهخ ام لبيلنةا بيةز دي ةا  الل ة ي الخطةل اال ة  الةذ  ر ةل  كةاللن 

للةا أر  لةن  (Harrison & Stevens)هلطل سلاسا رسهرلا فل الللميات اللسابيا، رأن البةال ين 

  هكرين لي ص كاللن لمنلاذ  الخطيا الليكيا باسةهخ ام الهلمية  اللهسمسة  لةن إلمةاء بيةز هرم  إل

(Bayesian Sequential Analysis)  لذا سنسةهليا بإي ةاز  ةزءا  لةن النهةائخ الهةل 5791لأام ،

 هرملا إليها فل لذا الل ا .

ف بلنظرلةةا الللةةا  ت (، فةةإن هكةةرين 5.9  فمةةر في ةةنا أنةة  لةة ينا النلةةرذ  الخطةةل الليكةةل الللةةيج

 يهمخص فل الخطرات الآهيا: t)(لي ص كاللن لهذا النلرذ  لأن  الزلن

)1(لل ه ةة   الل  الةة ا لأنةة   الزلةة ن (Posterior Distribution)الهرزيةةن اللالةةق  .5 t  يكةة رن

 ، أ  أن:1tCرلم رفا هباين  1tMلن اللهغييات ل  له   لهرسط  nهرزيلا  طبيليا  لهل  ا  ب  

),(~)|( 1111  ttntt CMND  

يكةرن هرزيلةا  طبيليةا   t)(لله   الل الا لأنة  الزلة ن (Prior Distribution)الهرزي ن اارلل  .1

)(بله   لهرسط 1ttMG رلم رفا هباين)( tR: لي ، 

ttttt WGCGR  1  )1.2( a  

 

 أ  أن: 

),(~)|( 11 tttntt RMGND   

)|(الهرزين ال  يط ل لله   الل  ال ات .3 ttY  رالذ  يل    الا ادلكان لأن  الزل  ن)(t  يكرن

)(هرزيلا  طبيليا  بله   لهرسط ttF رلم رفا هباين)( tV:أ  أن ، 

),(~)|( tttmtt VFNY   

)(لر هرزين طبيلل بله   لهرسط t)(الهرزين اللالق لله   اللالا لأن  الزلن .9 tM  رلم رفا

)(هباين tC:لي  أن ، 

)( 11   tttttttt MGFYKMGM  )1.2( b 

ttttt RFKRC   )1.2( c  

1)(  ttttttt VFRFFRK  )1.2( d  

 

)(لي  أن tK  هل   لم رفا يبليا اللي ص(Filter Gain Matrix)  رلل ذات بُل)( mn. 



 00 

 ( ألأةةةةةةةةة لاه هةةةةةةةةة ليف بخ رايزلةةةةةةةةة يا لي ةةةةةةةةةص كال لةةةةةةةةة ن1.5ظةةةةةةةةة رلا الل لةةةةةةةةة ا  ت  إن لن 

Kalman Filter Algorithm [Melsa & Cohn, 1978] رهلةيف أي ةا  بخرايزليةا الهي ةيص ،

 Forward Filtering Algorithm .[Calder, et al. 2003]االالل 

  لأة   همةك الليالة  الزلنيةا إن الل  ي الخطل اال   نلم  لأمي  بل  لأة ل ليالة  زلنيةا، ريلهلة

راللؤ ي اللملل ال قيق لر اسه ياي لم رفا يبليةا  (Steady State)لأم  رمرلنا للالا ا سه ياي 

 اللي ص أ :

,2,1, **

1   ttKK   

)(لي  *t لر الزلن الذ  يلم  في  ا سه ياي ل يم)( tK. 

 ابهةا ل ليةن ال هةيات الزلنيةا فةإن لالةا ا سةه ياي فةل  tVرن فيهةا اللمة رفا إن اللا ت الهةل هكة

 ، أ  لأن لا:tCهلم  لأن لا هه ايب لم رفا الهباين  tKيبليا اللي ص 

,1,, **

1   ttTCC TT  

 ربالهالل فإن:

,1,, **

1   ttTRR TT  

 (.(2.1d)رلذا بالهأكي  يؤ   إل  اسه ياي يبليا اللي ص   لظ الللا لا 

 (:1-2مبرهنة )

 يلكن مياغهها بالميغا الآهيا: tCإن لم رفا الهباين 

tttttntttnt KVKFKIRFKIC  )()(  

 البرهان:

)1.2(لن الللا لا  c : فإن لم رفا الهباين هسار 

ttttt RFKRC   

)(ن يف رنطيح الل   ttt RFK :لن طيف اليلين 

tttttttt RFKRFKRC  2  

)(ن يب الل  ال ال  لن الطيف اايلن بالل   tttt VFRF  : رللكرس 

tttttttttttttttt RFVFRFVFRFKRFKRC 1))((2   

)1.2(رلن الللا لا  d :فإن 

tttttttttnt

tttttttttttt

ttttttttttt

KVKKFFKFKIR

KVKKFRFKRFKR

KVFRFKRFKRC







)2(

2

)(2

 

tttttntttnt KVKFKIRFKIC  )()(  ▄ 
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)(فل خرايزليا لي ص كاللن الهلاقبيا، يلالةظ أن لهرسةط الهرزيةن اللالة ق tM  فةل(2.1b)  لةر

لكرن لن ل ين، الل  اار  لر للة   الهرزيةن  (Linear Combination)لأبايل لأن هيكيب خطل 

)(اارل  ل  1ttMG  فةل الةزلن)(t بينلةا يل ة  اللة  ال ةانل لة  همةليلل ،(Correction Term) 

)(رلةةر ال ةةيق اللةةرزرن بةةين الل ةةال ات الل ي يةةا tY رال ةةيم الهنبؤيةةا)ˆ( 1 tttt MGFY   يلةةيف لةةذا

)(رييلز ل  بة  (Prediction Error)ال يق بالخطأ الهنبؤ   te.[Harrison & Stevens, 1976] ،

)(رأن الرزن لر لأبايل لأةن اللمة رفا tK  أ  لمة رفا يبليةا اللي ةص، لية  ه ةرم لةذه اللمة رفا

 كالآهل: (2.1b). ربذلك يلكن كهابا الللا لا (Correction Factor)ب ري لأال  الهمليص 

ttttt eKMGM  1  

 (:2-2مبرهنة )

)(للياي اخهياي اللم رفاإن  tK  لر ه ميمها لمل لرع اللرزرن للنام ي ال طي اليئيسل للمة رفا

)(الهباين  tC. 

 البرهان:

)(( فإن لم رفا الهباين 5-1لن اللبيلنا   tC :يلكن مياغهها بالميغا الآهيا 

tttttntttnt KVKFKIRFKIC  )()(  

)(رلغيا إ بات أن اللم رفا  tK  ه ل  لن الهباين أق  لا يلكن ن هق اللمة رفا)( tC  بالنسةبا

)(ل   tK :رنسار  بالم ي، ركالآهل 

FRVFRFK

FRVKFRFK

VKFRFKI
K

C

tttttt

ttttttt

ttttttn

t

t










)(

0

02)(2

 

1)(  tttttt VFRFFRK  ▄ 
 

)(لةةةظ أن اللمةةة رفانلا (2.1d)ربةةةالنظي إلةةة  الللا لةةةا  tK  هلهلةةة  لأمةةة  لمةةة رفا هبةةةاين خطةةةأ

)(الل ةةةال ل tV رلمةةة رفا هبةةةاين الهرزيةةةن اارلةةةل لملالةةةا)( tR فةةةإذا كانةةةت لمةةة رفا هبةةةاين خطةةةأ ،

)(الل ال ل tV قييبا لن الم ي فإن لم رفا يبليا اللي ص)( tK  ،سهلطل رزنةا  كبيةيا  لخطةأ الهنبةؤ

 رهل ي ا  هكرن:

1

0
lim





 tt
V

FK
t
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)(رلن  ها أخيج إذا اقهيبت لم رفا هباين الهرزين اارلةل لملالةا tR  لةن المة ي فةإن لمة رفا

)(يبليا اللي ص tK  الهنبؤ، رهل ي ا  هكرن:سهلطل رزنا  قميلا  لخطأ 

0lim
0




t
R

K
t

 

)(رلةةذا يُ سةةي بأنةة  إذا كانةةت اللمةة رفا tV  ه هةةيب لةةن المةة ي فإنةة  بالهأكيةة  سةةرف هةةز ا    هنةةا

)(بالل ال ل الل ي يا tY أك ي فأك ي، ل اب  لل   الهنبؤ)( 1ttt MGFقهيبت لم رفا هبةاين  . بينلا إذا ا

)(الهرزين اارلل لملالةا tR لةن المة ي يلنةل أن ال  ةا بالل ةال ل الل ي يةا)( tY  هبة أ بالن مةان، بينلةا

)(هز ا    هنا بلل   الهنبؤ 1ttt MGF  .أك ي فأك ي[Welch, & Bishop, 2001]  

)(لملمة رفا (Eigenvalues)نت ال يم الذاهيا كلا يلالظ أن  إذا كا tW  أكبةي ل اينةا بةال يم الذاهيةا

)(لملم  رفا tV  فإننا س رف نم   إل  ل الا ا سه  ة ياي رالل ة  ي اال ة  بسةيلأا، رذلةك ان ال ةزء

 اينةا بال قةا اللهةرافيل فةل للا لةا فل للا لا النظام يكةرن أكبةي ل (Undeterministic)غيي اللل   

)(الل ال ل، رذلك يؤ   ان يلهل  اله  يي ال  ي  ل  t  لأم  قيلةا الل ةال ل ال  ية ل أك ةي لةن الأهلةا ه

 [Maybeck, 1979]لأم  اله  يي السابق. 

لسةابها ب ةك     هلهلة  فةل (2.1d)ر (2.1c)ر (2.1a)رلن ال  يي بالةذكي أن الللاقةات الهلاقبيةا 

)(لبا ي لأم  ق ي م الل ال  ات tY رلن أن لم    رفا الهباين هيهبط إلم   ائيا  باللم    رفهين ،)( tF 

)(ر tV  الخامهين بالل ةال ات، غيةي أن لةاهين اللمة رفهين ليسةها  الهةين لمل ةال ات الللة  ل. رلةذلك

)(كةةن لسةةاب اللمةة رفات الةة لا يل tR ر)( tK ر)( tC لسةةب ا  قبةة  ظهةةري الل ةةال ل)( ty ربلةةا أن .

)( tR ر)( tC الةاللا لم رفهل هباين الهرزين اارلةل رالهرزيةن اللالةق لمل)( t  لأمة  الهةرالل، فةإن

اللساب اللسةبق لهةاهين اللمة رفهين يلكننةا لةن أخةذ فكةيل لأةن لة ج الكم ةا الهةل سةنهللمها باسةهب النا 

)(الل  ي السابق بالل  ي اللالق tM  ل اينا لن  قا ال ياس   ات الهل نسه   لأميها لن اللم رفا)( tV 

 [Maybeck, 1979]ل لان اللمر  لأم  ل  ي لملالا باللرام ات اللطمربا بأق  كم ا للكنا. 

)(لن  ها أخيج فإن اللساب اللسبق لملم رفا tK  يلكننا لن ا سةه    لأةن لة ج ألليةا لألميةا

يلةا الل ةال ل ال  ية ل   هةؤ ي فةل لألميةا فةإن ذلةك يلنةل أن ق tK]0[الهي يص، لية  لأنة لا هكةرن

 [.5771الهي يص، راللكس مليص. ]اللل انل، 

 (:3-2مبرهنة )

)(إن اللم رفا  tK :يلكن مياغهها بميغا أخيج هرفي سهرلا فل الللميات اللسابيا، رلل 

1 tttt VFCK  
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 البرهان:

 فإن: (2.1d)لن الللا لا 

1)(  ttttttt VFRFFRK  

 11 )(   tttttttt VFRFFRCC  

1ربالهلريا لأن

tC   5.51بلا يساريها فل الللا لا:) 

111 )()(   tttttttttttt VFRFFRFVFRCK  

 
11 ))((   tttttttttttt VFRFFRFVFCFC  

 
11 ))((   ttttttttttt VFRFFRFVVFC  

1 tttt VFCK  ▄ 

 

 :(Kalman Filter Types)أنواع مرشح كالمن -2-4

ال ةةيرا الرا ةةب هرافيلةةا دي ةةا  الل ةة ي الخطةةل اال ةة  باسةةهخ ام خرايزليةةا لي ةةص كةةاللن  إن

ق    ههرافي  ائلا ، بة  إنهةا غالبةا  لةا هكةرن غيةي لهةرافيل   (Ordinary Kalman Filter)ا لأهيا   

هطبي يةةا ، لةةذلك قةةام اللملةةاء رالبةةال رن بر ةةن لأةة ل خرايزليةةات ل ةةابها لخرايزليةةا لي ةةص كةةاللن 

  لأهيا   لن بلا الهغيييات راد افات رذلك هبلا  لمل كما الليا  للال هها.ا

 إل  نرلأين يئيسيين: -بلا في  النرع ا لأهيا   -ربا ئ ذ  ب ئ فإن لي ص كاللن ي سم ب ك  لأام 

، (Covariance Kalman Filter)لي ةةص كةةاللن لمهبةةاين رالهبةةاين الل ةةهيك ريلةةيف بةة   الأول:

 ا الهباين رالهباين الل هيك.ريلهل  لأم  لم رف

، ريلهلة  لأمة  (Information Kalman Filter)لي ةص كةاللن لمللمرلةات ريلةيف بة   الثااني:

 .(Inverse Kalman Filter)لم رفا الللمرلات، ريليف أي ا  بلي ص كاللن الللكرس 

ل ةكما الهةل رلن  مج يلكن ه سيم لي ص كاللن هلت لذين النرلأين إل  أنراع لخهم ا رذلك لسةب ال

 هرا هنا، رلن لذه اانراع:

: ريسهخ م لأن لا هكرن هباينات ااخطاء (Adaptive Kalman Filter)لي ص كاللن الهكي ل  .5

 [.5771غيي للمرلا، لي  ي ي  ه  ييلا.]اللل انل، 

: ريسهخ م لذا النرع لأن لا (Square Root Kalman Filter)لي ص كاللن ال ذي الهيبيلل  .1

  يةةةةا فةةةةل لمةةةة رفا الهبةةةةاين رالهبةةةةاين الل ةةةةهيك بسةةةةبب أخطةةةةاء الهةةةة رييهلةةةة   ل ةةةةاك  لأ 

(Round-off Errors) .[Bellantoni, & Dodge, 1967] 
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: ريسةةهخ م لأنةة لا هكةةرن النلةةاذ  (Extended Kalman Filter)لي ةةص كةةاللن اللرسةةن  .3

لل ة ي الليكيا الل يرسا غيي خطيا، لي  يهم هلريمها إل  نلاذ  خطيةا ل يبةا  ةمج يةهم إي ةا  ا

 [1119لها. ]اليسام، 

: ريسهخ م لذا النةرع أي ةا  لأنة لا (Unscented Kalman Filter)لي ص كاللن لأ يم اا ي  .9

هكرن النلاذ  الل يرسا غيةي خطيةا ري  ة  فةل بلةا االيةان لأمة  لي ةص كةاللن اللرسةن. 

[Wan, et al. 2000]. 

ي الهيبيلةل، رقبة  البة ء بهر ةيص رسيكرن الهلالنا فل لذه ال ياسا بخرايزليا لي ص كاللن ال ةذ

الل ةةةكما رطيي ةةةا الهغمةةةب لأميهةةةا نةةةري  بلةةةا ال  ةةةيات اللهلةةةا الهةةةل سةةةنلها ها فةةةل ا ةةةه اقنا لهةةةذه 

 الخرايزليا.

 

 :(The Diagonal Form of a Matrix)الصيغة القطرية للمصفوفة  -2-5

)(ليبلا رذات بل  A)(افيا أن اللم رفا nnرأن لهذه اللم رفا ،)(n  لن الله هات الذاهيا

):2,1,,(ييلةةز لهةةا بةة  (Linearly Independent Eigenvectors)اللسةةه ما خطيةةا   niei  ،

)(، فةإنE)(فلن ئذن إذا اخهييت لذه الله هات لهكرن ألألة ل اللمة رفا 1AEE  لأبةايل لأةن لمة رفا

، أر لةا يلةيف A)(لملمة رفا (Eigenvalues)هل   لأنامةي ال طةي فيهةا ال ةيم الذاهيةا  )(قطييا 

):2,1,,(رييلز لها ب  (Characteristic Roots)بال ذري اللليزل لملم رفا  nii :أ  أن ، 

 AEE 1  
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 [Strang, 1980]أنظي: 

 :  (The Spectral Theorem)المبرهنة الطيفية  -2-6

ا  لمةة رفا ل ي يةةا ليبلةةا رلهلا مةةا هكةةرن ال ةةيم الذاهيةةا لهمةةك اللمةة رفا ل ي يةةا أي ةةا ، رهكةةرن 

، -كرن لهلال لإذا كانت اللم رفا غيي لهلا ما فإن الله هات اللليزل   ه -الله هات اللليزل لهلال ل 

رر ةلت الله هةات الناه ةا فةل  (Normalize)فإذا همج هلري  لةذه الله هةات إلة  المةيغا الطبيليةا 

. (Orthonormal)هكرن لهلال ل رذات مةيغا طبيليةا لهلالة ل  E)(، فأن اللم رفاE)(اللم رفا

 أ  أن:

EE 1  
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 كالآهل: A)(لك هكرن الميغا ال طييا لملم رفاربذ

 AEEAEE 1  

 

 ، يكرن:E)(ر يبا   ل ا  باللم رفا E)(رب يب الطيفين  يبا  لسب ا  باللم رفا

EEA   
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IEEEEEEEE   11  

 

 Spectral Decomposition of a Matrixإن الميغا ااخييل هليف بالهلمي  الطي ل لملم رفا 

 [Strang, 1980]أنظي: 

 

 (The Square Root of a Matrix)الجذر التربيعي للمصفوفة  -2-7

)(ييلز ل  ب  - A)(هيبيلل لملم رفاليبلا، فلن ئذن يكرن ال ذي ال A)(إذا كانت اللم رفا 2/1A- 

 لر أ  لم رفا هل ق الللا لا الآهيا:

))(( 2/12/1  AAA  )2.2(  

 

رهر   أك ي لن طيي ا دي ا  ال ذي الهيبيلل لملمة رفا، رسنر ةص لنةا طةيي هين دي ةا  اللمة رفا 

 (.1.1ق الللا لا  الهل هل 

 

 الجذر التربيعي للمصفوفة باستخدام التحليل الطيفي: -2-7-1

 يكرن كالآهل: A)(كلا ذكينا ساب ا  فإن الهلمي  الطي ل لملم رفا

EEA   

أخةةذ ال ةةذي الهيبيلةةل قطييةةا، فةةإن ال ةةذي الهيبيلةةل لهةةا يلكةةن إي ةةا ه ب )(ربلةةا أن اللمةة رفا

 للناميلا، أ  أن:
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2/1  

 :إذن

EEEE  2/12/1  

 لهلال ل، فإن: E)(ربلا أن اللم رفا

))(( 2/12/1  EEEEA  

 (:1.1ربالل اينا لن الللا لا  

))(( 2/12/1  AAA  

 لي  أن:

EEA  2/12/1  

 

، رذلك انة  (Not Unique)ال ذي الهيبيلل لملم رفا لأن  إي ا ه بهذه الطيي ا   يكرن فيي ا   إن

)(إذا كانةةةةةةت اللمةةةةةة رفا 2/1A هل ةةةةةة   ةةةةةةذيا  هيبيليةةةةةةا  لملمةةةةةة رفا)(Aركانةةةةةةت ،)(T  لمةةةةةة رفا

)(لهلالةةةة ل ITT  هكةةةةرن اللمةةةة رفا ، فلن ئةةةةذن)( 2/1 TA ةةةةذيا  هيبيليةةةةا  أي ةةةةا  لملمةةةة رفا )(A  .

[Bierman, 1977] 

 

 :(Cholesky Decomposition)ولسكي چتحليل  -2-7-2

هةين، لهلا مةا رأكية ل ادي ابيةا، فلن ئةذن يلكةن هلميمهةا إلة  لمة رفهين ل م ي A)(إذا كانت اللمة رفا

 رال انيةةا لمةة رفا ل م يةةا لأميةةا (Lower Triangular Matrix)اارلةة  لمةة رفا ل م يةةا سةة م  

(Upper Triangular Matrix) :رهل   اللم رفا ال انيا لب ر  اللم رفا اارل ، أ  أن 

LLA   
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 هل   اللم رفا الل م يا الس م . Lلي  أن 
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 ن إي ا  لأنامي اللم رفا الل م يا الس م  ب ك  لهلاقب مف بل  مف كالآهل:ريلك

)2,1,,( إذا كانت ni :فإن 

   
  )3.2(
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 دي ا  اللم رفا الل م يا الس م . A)(اللم رفا (Scanning)( ير ص طيي ا لسص 5-1رال ك   

( نسةةهنهخ أن اللمةة رفا الل م يةةا السةة م  هكةةرن  ةةذيا  1.1لةةن الللا لةةا  رلسةةكل چربل اينةةا هلميةة  

)(، أ  أنA)(لملم رفا 2/1AL . 

 [Maybeck, 1979]أنظي 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 :توضيح 

 إذا كان ل ينا اللم رفا الآهيا:
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1423

282

321

A  

رلسكل، فن رم بإي ا  ك  لأنمي لن چه اللم رفا باسهخ ام هلمي  رإذا أي نا إي ا  ال ذي الهيبيلل لهذ

 ( ركالآهل:1.3لأنامي لم رفا ال ذي الهيبيلل باسهخ ام  

1111 l  012 l  013 l  

2]02)[1/1(21 l  24822 l  023 l  

3]03)[1/1(31 l  2]62)[2/1(32 l  1491433 l  
 

الب ايا 

قيم م ييا 

 
 ( 5-1ال ك   

 [Maybeck, 1979]رلسكل. چالليال  اللهلاقبا دي ا  اللم رفا الل م يا الس م  ل 
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 إذن:
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
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123
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2/1AL  

 ربسهرلا يلكن اسهنها  أن:

AAALL  ))(( 2/12/1  

 مرشح كالمن الجذر التربيعي: -2-8

 :(Divergence)التباعد  -2-8-1

الة،، فةإن خرايزليةا …طةاء الهة رييبسبب أخطاء النلذ ا أر الظيرف الل  يا غيةي الللائلةا أر أخ

لي ص كاللن يلكن فل بلا االيان أن هلطل نهائخ  ل  يات( اق   قا بك يي للةا نهرقلة  لةن خةلا  

ا سةةه    بلمةة رفا الهبةةاين لةةن ليةة  كرنهةةا مةةغييل ب ةةك  غيةةي طبيلةةل، فهكةةرن الخرايزليةةا غيةةي 

  ةةةارزا   ليةةةن ال يةةةةر (،لسةةةه يل  كةةةأن يكةةةرن ل ةةة ي اللالةةةةا يةةةز ا  خةةةلا  الةةةزلن ب ةةةةك  أسةةةل له

 كلةةةا أن الهلةةةا  ادخ ةةةاق فةةةل اللمةةةر  لأمةةة  نهةةةائخ راي  بسةةةبب ف ةةة ان خامةةةيا أكيةةة ل ادي ابيةةةا

Positive Definite للمةةةة رفا الهبةةةةاينtC. إن لةةةةذه اللةةةةا ت هلةةةةيف ب ةةةةك  لأةةةةام بالهبالأةةةة ، 

[Anderson, & Moore, 1979] 

 لا اللا ت ال  ااسباب الآهيا:ريلكن أن نلزر ل كما الهبالأ  فل ب

 الهبالأ  بسبب اسهخ ام للمرلات ابه ائيا غيي مليلا أر بسبب النلذ ا غيي ال قي ا. .5

 الهبالأ  بسبب ر ر  نلاذ    خطيا. .1

 الهبالأ  بسبب أخطاء اله ريي. .3

 [Bierman, 1977]أنظي 

)(للمة رفا الهبةاينرهؤ   ل كما الهبالأ  لذه لأا ل  إل  إظهاي قةيم مةغييل ب ةك  غيةي طبيلةل  tC 

)(رلم رفا يبليا اللي   ص tKربالل اب  ل  اي كبيي نسةبيا  لمل ة  ي ،)( tM لأةلارل  لأمة  ذلةك، فةإن .

)'(أخطاء الهنبؤ الهلاقبيا set ا، رلذلك فةإن ال ةيرا   هكرن لسه ما فل لذه اللالا، أ  هكرن لهيابط

 .الهل بنيت لأميها خرايزليا لي ص كاللن ا لأهيا     ههرافي

ه ر نةا فةل بلةا االيةان لملمةر   (2.1c) أن الميغا [Andrews, 1968]رق  أظهيت الخبيل 

أ  هكةرن  -رلةر لةا يلة  لسةهليلا  نظييةا  رلألميةا   -لأم  لم رفا هباين لها قيم ذاهيةا مة ييا أر سةالبا 

)(لهباينلم رفا ا tC  للةا يةؤ   إلة  ف ة   - ب  أكي ل ادي ابيا أر أكي ل السمبيا -غيي أكي ل ادي ابيا

 .(Unstable Results)اد ياء أر يؤ   ذلك لملمر  لأم  نهائخ غيي لنط يا رله مبا 
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 للال ات:رق  ر ن البال رن رالخبياء بلا الللال ات لمهغمب لأم  لذه الل كما رلن لذه ال

 اسهخ ام هباينات أكبي لخطأ ال ياسات رخطأ النظام. .5

)(اسهخ ام الميغا الآهيا دي ا  لم رفا الهباين .1 tC: 

tttttntttnt KVKFKIRFKIC  )()(  

رهللة  لةذه المةيغا لأمة   5719فةل لأةام  (.Joseph, P.D)راقهيلت لذه الللال ا لن قبة  

ا    [Carlson, 1973].(Stabilized Kalman Filter) ل  لي ص كاللن لسه يج

)(ه يي  لم رفا الهباين .3 tC. 

 اسهخ ام خرايزليا أخيج أك ي اسه يايا . .9

 [Bierman, 1977; Kybic, 1998]أنظي 

رهل  خرايزليا لي ص كاللن ال ذي الهيبيلل أل  الخرايزليات الهل هلالخ لذه الل كما، إن ال كيل 

)(ص كاللن ال ذي الهيبيلل هكلن فل هلمي  لمة رفا الهبةاينااساسيا للي  tC   إلة  لمة رفهين، هل ة

اارلةة  لمةة رفا ال ةةذي الهيبيلةةل للمةة رفا الهبةةاين رهل ةة  ال انيةةا لبةة ر  لمةة رفا ال ةةذي الهيبيلةةل 

 ركالآهل:

))(( 2/12/1  ttt CCC  

)(لي  أن 2/1

tC ذي الهيبيلل لملم رفالل لم رفا ال )( tC. 

إن اسهخ ام لم رفا ال ذي الهيبيلل للم رفا الهباين ي لن لنا ب اء لم رفا الهباين لهةا قةيم ذاهيةا 

 [Morf, & Kailath, 1975]لر با  لم رفا أكي ل ادي ابيا(. 

الأ ا فل الللميةات اللسةابيا كلا أن اسهخ ام خرايزليا لي ص كاللن ال ذي الهيبيلل يرافي  قا ل 

ري ل  الخرايزليا أك ي  باها  ب ك  اسه نائل. ألا إذا اسهلي ف   اد ياء فهذا يلنل أن لي ةص كةاللن 

 [Kybic, 1998]لأم  ااغمب غيي للائم لملالا الل يرسا. 

الخاص بلم رفا ال ةذي الهيبيلةل للمة رفا  (Condition Number)ريلالظ أن الل   ال يطل 

 ين يسار  ال ذي الهيبيلل لمل   ال يطل للم رفا الهباين ن سها، أ :الهبا

2/12/1 )]([)( tt CkCk   

 .(Numerical Problems)لذا هكرن لم رفا ال ذي الهيبيلل أق  هأ يا  بالل اك  الل  يا 

 (B أنظي اللملق 

نرات ال ميمةا الهةل ل   ابهكي البال رن الل ي  لن خرايزليةات لي ةص كةاللن ال ةذي الهيبيلةل فةل السة

همت ظهري خرايزليا لي ص كاللن ا لأهيا  ، رهخهمف لةذه الخرايزليةات فيلةا بينهةا بطيي ةا هلمية  

)(لم رفا الهباين ربالميغا الهل يهم لن خلالها لساب لم رفا الهباين tC. 
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 الطي ةةل ليةة  لمةة رفا إن إي ةةا  لمةة رفا ال ةةذي الهيبيلةةل للمةة رفا الهبةةاين باسةةهخ ام الهلميةة  

   ي ك  ملربا أر ل كما لنا، رهر   بلةا الخرايزليةات  (Not Unique)ال ذي هكرن غيي فيي ل 

 الهةةةةل هلهلةةةة  لأمةةةة  لةةةةذا ااسةةةةمرب ف ةةةةط، ألةةةةا إذا كانةةةةت الخرايزليةةةةا ههطمةةةةب أن هكةةةةرن لمةةةة رفا 

 لسةةةكل.رچال ةةةذي الهيبيلةةةل فييةةة ل فسةةةرف نسةةةهخ م لمةةة رفا ال ةةةذي الهيبيلةةةل الناه ةةةا لةةةن هلميةةة  

[Carlson, 1973] 

 

 رفل ال  يات الآهيا سنر ص بلا أنراع لي ص كاللن ال ذي الهيبيلل.

 

 :(Potter Square Root Filter)مرشح الجذر التربيعي لبوتر  -2-8-2

(، 5713لر أر  لن ر ن خرايزليا لي ص كاللن ال ذي الهيبيلل فةل لأةام   (Potter)يل  برهي 

[Carlson, 1973]خرايزليةةةةةةا بلي ةةةةةةص ال ةةةةةةذي الهيبيلةةةةةةل لبةةةةةةرهي، لةةةةةةذلك هلةةةةةةيف لةةةةةةذه ال 

(Potter Square Root Filter) ركانةت لةذه الخرايزليةا فةل لينهةا هلهلة  لأمة  النلةرذ  الخطةل ،

)1(الليكةةةل ذر الل ةةةال ات الل ةةة ي ل m ف ةةةلا  لأةةةن لأةةة م ر ةةةر  أخطةةةاء لأ ةةةرائيا فةةةل للا لةةةا ،

)0(النظام tW ا رلر لا يليف ب  أ  الأهباي لل للا  (Exact System Equation)ا لا النظام هالج

ي لمها ل ية ل بهةذين ال ةيطين، رل ة  بةيجن بةرهي أنة  بادلكةان إلأةا ل مةياغا خرايزليةا لي ةص كةاللن 

باسهخ ام ال ذي الهيبيلل لملم رفا، رل   اسهخ لت لذه الخرايزليا بن اح فل بينالخ أبرلر ال  ائل 

 ، رفيلا يأهل هر يص لهذه الخرايزليا:[Bierman, 1977]إبان السهينات. 

 إذا كان ل ينا النلرذ  الخطل الليكل الآهل:

1



ttt

tttt

G

Fy




 

)1(لي    أن ل ك رن ات ل ذا الن لرذ  هل يف ك لا ف ل الس اب ق، لن ل لال ظ ا أن m ،)1( n  

)( tt   ،)0( t،)( 2

tV ،)0( tW. 

 ( فإن:2.1aرلن الللا لا  

tttt GCGR  1  )4.2(  

 

)(( فإن اللم رفا1.1رلن الللا لا   1tC :يلكن كهابهها بالميغا الآهيا 

)( 2/1

1

2/1

11
  ttt CCC  )5.2(  

 ( فإن:1.1( ر 1.9رالآن لن الللا لهين  

)()( 2/12/12/1

1

2/1

1
  ttttttt RRGCCGR  
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 لي  أن:

2/1

1

2/1

 ttt CGR  

 رالآن ن رم بإي ا  ميغا هلاقبيا للم رفا يبليا كاللن ركالآهل:

 (:2.1dلن الللا لا  

12 )(  tttttt FRFFRK  

)(ربهلمي  اللم رفا  tR :إل  لم رفهل ال ذي رلب لها، فإن 

122/12/12/12/1 ))(()(  tttttttt FRRFFRRK  

 

 رلهكن:

122/12/1 ))((   ttttt FRRF  

 ، رليكن أي ا :(Scalar)فل ل ي ه  ألا   البل   )(لي  أن

ttt FRH  )( 2/1  

:  فلن ئذن

12)(   ttt HH  

 لنهائيا للم رفا يبليا اللي ص كالآهل:إذن سهكرن الميغا ا

tttt HRK 2/1  )6.2(  

 

)(رلغيا إي ا  ميغا هلاقبيا للم رفا الهباين tC :نهبن لا يأهل 

 (:2.1cلن الللا لا  

ttt

ttttt

RFKI

RFKRC

)( 


 

)(ربهلمي  اللم رفا  tR فإن:1.1 رفهل ال ذي رلب لها رالهلريا بالللا لا  إل  لم ، ) 

))((

)()(

2/12/1

2/12/12/1





ttttt

ttttttt

RHHIR

RRFHRIC




 

)(رق  يأج برهي أن  إذا هلكنا لن إي ا  اللم رفا tA :الهل هل ق 

)( ttttt HHIAA    

)(فلن ئذن يلكن إي ا  ال ذي الهيبيلل لملم رفا tC :كالآهل 
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)()( 2/12/12/12/1  ttttttt CCRAARC  

ttt ARC 2/12/1   )7.2(  

 

)(ردي ا  اللم رفا tA  ن يا أنt :هل ق الآهل 

))((

)(





tttttttt

ttttt

HHIHHI

HHIAA




 

 أ  أن:

)( ttttt HHIA    )8.2(  

 رب هص ااقراس:

ttttttttttttt HHHHHHIHHI  222   

 رلهكن:

ttt HH   

)(لي  أن t   فل ل ي ه  ألا   البل(Scalar):  ، فلن ئذن

tttttttttttt HHHHIHHI   222  

 رلنها:

0)12(

0)2(

2

22





ttttttt

tttttttt

HH

HH




 

)0(إن  ttt HH :يلهبي للا  غيي ل بر  لذلك يهل ، إذن 

0122  tttt   

)(رالل  بالنسبا ل  t   نهرم  إل[Maybeck, 1979]: 

21

1




t

t


  

 (:1.9( فل الللا لا  1.2ربهلريا الللا لا  

)(2/1

2/12/1

ttttt

ttt

HHIR

ARC






 

 ( فإن:1.1ربالهلريا بالللا لا  

ttttt HKRC  2/12/1  )9.2(  
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)(( هل   الميغا الهلاقبيا لم ذي الهيبيلل للم رفا الهباين1.7رالللا لا   tC .بطيي ا برهي 

 ريلكن همخيص خطرات خرايزليا برهي كالآهل:

ttt FRH  )'( 2/1 )(. إي ا  اللم رفا5  tH: 
12)(   ttt HH )(. إي ا 1  t: 

tttt HRK 2/1 )(. إي ا  لم رفا يبليا اللي ص3  tK: 

)( 11   tttttttt MGFyKMGM )(. إي ا  لهرسط الهرزين اللالق9  tM: 

21

1




t

t


 )(. إي ا 1  t: 

ttttt HKRC  2/12/1 )(  لم رفا ال ذي الهيبيلل. إي ا1  2/1

tC: 

)( 2/12/1  ttt CCC )(. أي ا  لم رفا هباين الهرزين اللالق9  tC: 

ب ل أن ن يي إل  أن  فل خرايزليا برهي يلكن اسهخ ام كمها الطيي هين اللر لهين لسب ا  فل إي ا  

 . لم رفا ال ذي الهيبيلل لملم رفا

  [Carlson, 1973; Bierman, 1977; Maybeck, 1979]أنظي 

 

 شميدت الجذر التربيعي-مرشح كالمن -2-8-3

Square Root Kalman-Schmidt Filter: 

ليةة  ههطمةةب لةةذه  [Bellantoni, & Dodge, 1967]هةةمج ر ةةن لةةذه الخرايزليةةا لةةن ق بةة  

لميةة  الطي ةةل لملمةة رفا الةةذ  هةةمج الخرايزليةةا إي ةةا  ال ةةذي الهيبيلةةل للمةة رفا الهبةةاين باسةةهخ ام اله

 هر يل  ساب ا ، رههليز لذه الخرايزليا بل م ه ي لا بال يطين الرا ب هرافيللا فل خرايزليا برهي.

 رفيلا يأهل هر يص لهذه الخرايزليا:

(، ن ةرم بإي ةا  لمة رفا 5.9إذا كان ل ينا النلرذ  الخطل الليكل الللةيف بلنظرلةا الللةا  ت  

)(رللللم رفا هباين الهرزين اا ال ذي الهيبيلل tR  باسهخ ام الهلمي  الطي ل، ركذلك للم رفا هباين

)(خطأ الل ال ل tV :ركالآهل 

))((

]][[

2/12/1

2/12/1







tt

RRRRRR

RRRt

RR

EEEE

EER

 

))((

]][[

2/12/1

2/12/1







tt

VVVVVV

VVVt

VV

EEEE

EEV

 

 كرن بالميغا الآهيا:( فإن لم رفا هباين الهرزين اللالق ه5.51ركلا أ بهنا ساب ا  فل الللا لا  
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111 )(   ttttt FVFRC  

ttربأخذ الللكرس لمطيفين رهلمي  اللم رفهين RوV :إل  ميغا ال ذي الهيبيلل 

ttttt FVFRC 111    

  لمة رفهل رهلميمهلةا إلة ن،يف اايلفل الل  ال انل لن الط هارللكرس tR رفا يب باللمربال 

)(اللم رفا  هلمي ركذلك  ،ال ذي رلب لها tV ،نلم  لأم  الآهل: 

)10.2())((])[(

)(])[()(])[(

)()(])[()(])[(

2/112/111

2/112/112/112/11

2/112/12/112/112/12/1111













tntt

tttt

tttttttttt

RBBIRC

RBBRRR

RRFVVFRRRC

 

)(ذات بل  B)(لي  أن اللم رفا mn : رهسار 

   2/12/11)( ttt RFVB  

)(( رهلميةةة  اللمةةة رفا1.51رالآن بأخةةةذ الللكةةةرس لطيفةةةل الللا لةةةا   BB  الهةةةل أبلا لةةةا)( nn 

 باسهخ ام الهلمي  الطي ل:

 

))((

})()({})({

)()()(

)()(

2/12/1

2/12/12/12/1

2/12/12/12/1

2/112/1















tt

tBBnBBBnBt

tBBnBnBt

tBBBntt

CC

REIEEIER

REIIER

REEIRC

 

)(لي  أن اللم رفا nI  لم رفا رال يا(Unit Matrix)  ذات بل)( nn:رأن ، 

BBnBtt EIERC   2/12/12/1 )(  

)(ال ذي الهيبيلل للم   رفا الهباين  رهل   الميغا ااخييل الميغا الهلاقبيا للم  رفا tC  لس ب

)( لي ت. إ  أن لذه الم يغا   هسهخ م إ  فل الل ا ت الهل هكرن في ها –خرايزليا كاللن  mn  

 أ  لأن لا يكرن لأ   الللملات أق  أر يسار  لأ   الل ال ات فل النلرذ  الل يرس. ألةا فةل اللةا ت

)(لن لأ   الللملات  يالهل يكرن فيها لأ   الل ال ات أك mn   فإن اللم رفا)( B   سرف هل ر

)(لأةة م  ااقةة   لأةة م   mn   لةة ن ال ةة ذري اللليةة زل الم  ةة ييا فن ةةرم بلةةذف لةةذه ال ةةذري المةة ييا

، [Bellantoni, & Dodge, 1967]لله هات اللليزل. رالله هات اللليزل الل ابما لها لن لم رفا ا

 ركالآهل:
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



















m

Bm















00

00

00

2

1

 

 mB eeeE 211
  

 لي  أن:

mB:  هل   لم رفا ال يم الذاهيا غيي الم ييا، رلل ذات بُل)( mm. 

1BE:  الل ابما لم يم الذاهيا غيي الم ييا، رلل ذات بُل لم رفا الله هات الذاهيا)( mn. 

 

 رلن  مج نلم  لأم :

])([
2211

2/12/12/1

BBBBmBtt EEEIERC
m

   )11.2(  

 

 لي  أن:

 
)(1122 nnBBnBB EEIEE


  

)(رأن  nI   لم رفا رال يا ذات بل)( mm. 

 لي ت فل اللا ت الهةل هكةرن -( لم رفا ال ذي الهيبيلل لخرايزليا كاللن1.55 هل   الميغا 

)(فيها  mn . 

 رلغيا إي ا  ميغا هلاقبيا للساب يبليا اللي ص نهبن لا يأهل:

 فإن: (2.1d)لن الللا لا 

1)(  ttttttt VFRFFRK  

ttرلن هلمي  اللم رفهين RوV ا ال ذي الهيبيلل:إل  ميغ 

12/12/12/12/12/12/1 ])()([)(  tttttttttt VVFRRFFRRK  

)(ربإخيا  اللم  رفا  1

tV كلال  ل ةهيك رهلمية  اللمة رفهين)( 1

tt RوV   إلة  مة يغا ال ةذي

 الهيبيلل لملم  رفا، نلم  لأم  الآهل:

2/11112/12/12/12/112/112/12/1 )(]])[()()[(])[()(   tmttttttttttt VIVFRRFVVFRRK  

 لي ص هكرن كالآهل:بذلك فإن الميغا الهلاقبيا للم رفا يبليا ال

2/1112/1 )(][  tmtt VBBIBRK  )12.2(  
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 ةلي ت -الميغا الهلاقبيا للم رفا يبليا اللي ص لسب خرايزليةا كةاللن( 1.51الللا لا  هل   

 لم ذي الهيبيلل.

 

 ريلكن همخيص لذه الخرايزليا بالخطرات الآهيا:

   2/12/11)( ttt RFVB  :B)(. إي ا  اللم رفا5 

2/1112/1 )(][  tmtt VBBIBRK )(. إي ا  لم رفا يبليا اللي ص 1  tK: 

)( 11   tttttttt MGFYKMGM )(. إي ا  لهرسط الهرزين اللالق3  tM: 

)(. هلميةةة  الطيةةةف لملمةةة رفا9 BB  ا لةةةن اللمةةة رفارلةةةذف ال ةةةذري اللليةةةزل المةةة يي)( B 

)(رالله هات اللليزل الل ابما لها لن اللم  رفا BE رلس  اب اللم   رفا ،)(
22 BB EE   رذلك فل

)(اللا ت الهل هكرن فيها  mn : 

 
)(1122 nnBBnBB EEIEE


   

)(. إي ا  لم رفا ال ذي الهيبيلل1 2/1

tC: 

BBnBtt EIERC   2/12/12/1 )( )(لأن لا   mn  

])([
2211

2/12/12/1

BBBBmBtt EEEIERC
m

  )(لأن لا   mn  

)( 2/12/1  ttt CCC )(. أي ا  لم رفا هباين الهرزين اللالق1  tC: 

)(فل اللا ت الهل هكرن فيهاإن لذه الخرايزليا فلالا، رلكنها هكرن غيي ك رئا  mn    نظيا  لمهل ي

 ال  ي  فل الللميات اللسابيا.

 [Bellantoni, & Dodge, 1967; Kaminski, et al. 1971]أنظي 

 

 مرشح الجذر التربيعي لمصفوفة التباين والتباين المشترك -2-8-4

Square Root Covariance Matrix Filter: 

، ره هيط لذه الخرايزليا إي ا  لم رفا [Andrews, 1968]ليا لن قب  همج ر ن لذه الخرايز

رلسةكل الةذ  هةةمج هر ةيل  سةاب ا ، رهلة  لةذه الخرايزليةا أك ةأ لةةن چال ةذي الهيبيلةل باسةهخ ام هلمية  

)( لي ت لأن لا هكرن -خرايزليا كاللن nm . 

 رفيلا يأهل هر يص لهذه الخرايزليا:

 :(2.1d)ر (2.1c) لن الللا لهين

tttttttttt RFVFRFFRRC 1)(   
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)(ربهلمي  اللم رفا tR   رلسكل نلم  لأم :چباسهخ ام هلمي 

  )()()()( 2/12/112/12/12/12/12/12/1 


tttttttttttttt RRFVFRRFFRRRRC  

 رلهكن:

ttt FRZ  )( 2/1  

:  لأن ئذن

  )()( 2/112/12/12/1 


tttttttttt RZVZZZRRRC  

)(رلهكن tU لم رفا ال ذي الهيبيلل لملم رفا)( ttt VZZ    رلسكل، أ  أن:چلسب هلمي 

ttttt UUVZZ   

 إذن:

  )()( 2/112/12/12/1 


ttttttttt RZUUZRRRC  

 ن يب الل  ال انل لن الطيف اايلن بالل  اي الآهل:

  mtttttttt IVUVUVUVU   12/12/12/112/1 ])[())(()(  

)(لي  أن اللم رفا 2/1

tV هل   لم رفا ال ذي الهيبيلل لملم رفا)( tV   رلسكلچلسب هلمي. 

 
)}(])[(

))(()()({

2/1112/1

2/12/112/112/1









ttttt

ttttttttntt

RZUVU

VUVUVUUZIRC
 

 

)(رلن  مج ن هص ااقراس رن لن رنطيح باللم رفا ttUU  :فل ال زء الآهل 

   
  )13.2()()(

)()())((

2/12/1

2/12/12/12/12/12/1

tttttttt

tttttttttttttttt

ZZUVUVUU

UUUUVVUVVUUUVUVU




 

 ( رفهص ااقراس رلن  مج الهلمي  باسهخ ام اله يبا، نهرم  إل :1.53رلأن  الهلريا بالللا لا  

   

  )14.2()()(

)(

)()()()()(

12/112/12/1

2/12/1

2/112/1112/112/1

tttttntt

tt

ttttttntttttntt

ZVUUZIRC

CC

RZVUUZIZVUUZIRC













 

 

( المةةيغا الهلاقبيةةا للمةة رفا ال ةةذي الهيبيلةةل للمةة رفا الهبةةاين. ر ةة يي 1.59ليةة  هل ةة  الللا لةةا  

 لم رفا ل م يا س م . -ب ك  لأام -بالذكي أن لم رفا ال ذي لذه   هكرن بال يريل 

 ألا لم رفا يبليا اللي ص فيلكن أن نهرم  إل  الميغا الخاما بها بسهرلا، لي  هسار :

12/1 )(  ttttt UUZRK  )15.2(  
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 ريلكن همخيص لذه الخرايزليا بالخطرات الآهيا:

)(. إي ا  لم رفا ال ذي الهيبيلل5 2/1

tR رإي ا ،)( tZ: ttt FRZ  )( 2/1  

)(. إي ا  لم رفا ال ذي الهيبيلل1 tU : 2/1)( tttt VZZU   

)(رفا يبليا اللي ص. إي ا  لم 3 tK: 12/1 )(  ttttt UUZRK  

)(. إي ا  لهرسط الهرزين اللالق9 tM: )( 11   tttttttt MGFYKMGM  

)(. إي ا  لم رفا ال ذي الهيبيلل1 2/1

tC:  
tttttntt ZVUUZIRC   12/112/12/1 )()(  

)(للالق. أي ا  لم رفا هباين الهرزين ا1 tC: )( 2/12/1  ttt CCC  
 

 [Andrews, 1968; Kaminski, et al. 1971; Gelb, 1974]أنظي 

رلناك خرايزليات أخيج للي ةص كةاللن ال ةذي الهيبيلةل سةرف   نهطةيق إليهةا باله مةي  رإنلةا 

 سنكه ل بذكيلا ف ط لن هر يص بسيط:

 معلومات:مرشح كالمن الجذر التربيعي لل .1

Kalman Square Root Information Filter: 

 ريلةةةةةيف أي ةةةةةا  بلي ةةةةةص ال ةةةةةذي الهيبيلةةةةةل لللكةةةةةرس لمةةةةة رفا الهبةةةةةاين رالهبةةةةةاين الل ةةةةةهيك

(Inverse Covariance Square Root Filter) رهلهلةة  لةةذه الخرايزليةةا لأمةة  لمةة رفا .

 ال ذي الهيبيلل فيها كالآهل:ب    لن لم رفا الهباين، ريكرن  (Information Matrix)الللمرلات 

)'( 2/12/11   ttt CCC  

)(لل للكرس الهباي ن  (Precision)ربلا أن ال ق ا  1 tt CP لذا فإن   لن الللكةن كهابة ا الميغة ا ،

 ركالآهل: (Precision Matrix)ألألاه ب  لا لم رفا ال قا 

)( 2/12/1  ttt PPP  

 :(U-D)تباين والتباين المشترك إلى العوامل مرشح تحليل مصفوفة ال .2

(U-D) Covariance Matrix Factorization Filter: 

 يهم فل لذه الخرايزليا هلمي  لم رفا الهباين إل  الميغا الآهيا:

tttt UDUC   

)(لي  أن  tU  لل لم رفا ل م يا لأميا(Upper Triangular Matrix) ن لأنامةي ال طةي لهةا رلكة

niuiiهكةةةةةرن رال يةةةةةا  أ   ,,2,1,1  ألةةةةةا اللمةةةةة رفا ،))( tD  فهةةةةةل لمةةةةة رفا قطييةةةةةا

(Diagonal)  هكرن لأنامي ال طي فيها لل ن ةس لأنامةي ال طةي لملمة رفا اامةميا)( tC رهكةرن ،

 ميغا ال ذي فل لذه الخرايزليا كالآهل:

2/12/1

ttt DUC   

 .[Bierman, 1977; Maybeck, 1979]للزي  لن الللمرلات أنظي 
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 الفصل الثالث

 الجانب التطبيقي

 
 مقدمة: -3-1

إن معظم تطبيقات خوارزمية مرشح كالمن الجذرر التربيعذت تكذون اذت المجذاتت التذت تتط ذ    ذة 

عالية ات النتائج مثل تركيز الموا  الكيماوية ات الأ وية أو ات مجذال نن ةذة اتتلاذاتت مثذل الرلاذ  

 الخ. …،Global Position System (GPS)لمت الجوي والفضائت ونظام تح ي  الموا ع العا

وكما نو مع ذوم اذ ن مذن اللاذعوبة الحلاذول ع ذا بيانذات تتبذع نذرا التطبيقذات، لذرا  منذا باةذتخ ام 

ااتراضية،  Initial Valuesبيانات المحاكاة التت تمّ تولي نا بشكل عشوائت باتعتما  ع ا  يم ابت ائية 

 ا نمارج خطية حركية ااتراضية.وتمّ تطبيق نرا البيانات المول ة ع 

ولق  تمّ تطبيق خوارزميتين اقط من خوارزميات الجرر التربيعت الذثث  الثتذت تذمّ توضذيحين اذت 

 الفلال الثانت، ونما:

 .خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبوتر 

 .خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لملافواة التباين والتباين المشترك 

 

ة الأولا الجرر التربيعت لملاذفواة التبذاين الذري يذتمّ إيجذا ا مذن خذثل تح يذل حي  تةتخ م الخوارزمي

، أمذا الخوارزميذة الثانيذة اتةذتخ م الجذرر التربيعذت (Spectral Decomposition))تجزئة( الطيذ  

 .(Cholesky Decomposition)ولةكت چلملافواة التباين الري يتمّ إيجا ا من خثل تح يل  

م ابت ائية مخت فة ات كل حالة، وتمّذت أيضذام مقارنذة النتذائج المةتحلاذ ة مذع نتذائج ولق  تمّ اختيار  ي

لتوضذيح الفذرق بذين ااجذرا ين  (Ordinary Kalman Filter)خوارزمية مرشح كذالمن اتعتيذا ي 

 )اتعتيا ي والجرر التربيعت(.

 ميات الثث .ات تولي  البيانات وات تطبيق الخوارز  (Matlab 7.0)وتمّ اةتخ ام برنامج 

 

 التطبيق لمرشح الجذر التربيعي لبوتر:  -3-2

(، وبما أن خوارزمية بوتر تشذترط أن 1.1.نفرض أنه ل ينا النمورج الخطت الحركت المعر  بـ )

)0(معا لة النظام خالية من التشويش  tW:لرا ةيعر  النمورج من خثل الرباعت الآتت ، 

     
















 0,,

10

11
,01},,,{ 2

WVGF  
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)0(والآن لغرض تولي  البيانات ت بذ  مذن تح يذ   ذيم ابت ائيذة عنذ  الزمــذـن  t   لكذل مذن تبذاين خطذ

2المشان ات 

  وملافواة تباين التوزيع اتبت ائتtC ومتجه متوةط  التوزيع اتبت ائتtMة  ، وح

 اللايغة الآتية:




















t

t

t

tt

tt

t
b

m
M

cc

cc
C ,

)(22)(21

)(12)(11
 

2حي  نةتخ م  يمة تباين خط  المشان ات 

  ات تولي  ح  الخط  العشوائتt:حي  أن ، 

),0( 2
..

~  N
dii

t  

ل مرح ة زمنية. وكما أشرنا ةابقام اذت الفلاذل لك  tyومن ثمّ نعوض ات معا تت النمورج ايجا   يم 

كقيم ابت ائية اذت تطبيذق خوارزميذة مرشذح الجذرر  Mوالمتجه  Cالثانت ا ننا ةنةتخ م الملافواة 

 التربيعت لبوتر وكرلك ات تطبيق خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي.

2وتباين خطـ  المشـان ة  tCابت ائية مخت فة لملافواة التباين  ولق  تمّ اختيار أربع  يم

أما متجه ، 

 اق  اختيرت له  يمة ابت ائية واح ة لجميع الحاتت ونت: tMالمتوةط 











5.0

6
M  

 اذذت  -اذذت بعذذض الحذذاتت -نا والنتذذائج اذذت جذذ اول مختلاذذرة وتذذمّ إ راج البيانذذات التذذت تذذمّ توليذذ 

 .Cالم حق 

والفقرات الآتية توضح عم يذة الترشذيح باةذتخ ام خوارزميذة بذوتر، اضذثم عذن مقارنذة النتذائج مذع 

 نتائج خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي ات الحاتت الأربع:

 

 :الحالة الأولى 

)0(ن نفــرض أن القيــم اتبت ائية عن  الزمــ t  لكـل من ملاـفواة التبـاينtC   وتباين خطـ

2المشان ة 

 - تكون كالآتت: - يمة تباين خط  المشان ة ثابتة خثل الزمن 

25.0,
15.00

065.0
2 








 C  

 م تكون نتائج الترشيح كالآتت:وبتطبيق خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبوتر ع ا نرا القي

)38(عن  الزمن  tCملافواة التباين  (Convergent)تتقار   t:حي  تكون ، 

,40,39,38,
0003.00022.0

0022.00322.0









 tCt  
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)39(عن  الزمن  tKويحلال اتةتقرار ات ربحية المرشح  tحي  تكون ،: 

,41,40,39,
0087.0

1286.0









 tKt  

 (.C-1أنظر الج ول )

 

بينما عن  تطبيق خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي نثحظ ع م حلاذول تقذار  اذت ملاذفواة 

)39(التبـاين، حي  تب أ أولـا المشــاكل بالظيور عنـ  المرحـ ــة الزمنيـة  t حيــ  تفقــ  نذـرا ،

 ، حي  تكون:(Positive Definite)ايجابية الملافواة خالاية أكي ة ا











00009.0

0009.00244.0
39C  

 

)173(وعن  الزمن t  تتحول ملافواة التباين إلا ملافواة شارة(Singular):حي  تكون ، 











00

00057.0
173C  

 

يحلاذل  ويثحظ أن ع م حلاول تقار  ات ملافواة التباين ينعكس ع ا ربحية المرشذح، حيذ  ت

 (.C-2اتةتقرار اييا أب ام. أنظر الج ول )

 

 :الحالة الثانية 

)0(نفـرض أن القيـم اتبتـ ائيـة عـن  الزمـن  t  لكـل مـن ملاـفـواة التباينtC   وتباين خط

2المشان ة 

 - تكون كالآتت: -ثل الزمن يمة تباين خط  المشان ة ثابتة خ 

5.0,
84.00

015.1
2 








 C  

 

 وبتطبيق خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبوتر ع ا نرا القيم تكون نتائج الترشيح كالآتت:

)48(عن  الزمن tCتتقار  ملافواة التباين  t:حي  تكون ، 

,50,49,48,
0003.00028.0

0028.00516.0









 tCt  

)49(عن  الزمن tKةتقرار ات ربحية المرشح ويحلال ات t:حي  تكون ، 

,51,50,49,
0055.0

1031.0









 tKt  
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 (.C-3أنظر الج ول )
 

من جية أخرى، تفشل خوارزمية مرشح كذالمن اتعتيذا ي اذت الولاذول إلذا حالذة اتةذتقرار 

(Steady State)  ورلك بةب  حلاول تباع ،(Divergence)  ات ملافواة التباينtC ويثحظ ،

انخفذذاض  ذذيم التباينذذات بشذذكل كبيذذر، الأمذذر الذذري يجعذذل مذذن ملاذذفواة التبذذاين ملاذذفواة  يذذر أكيذذ ة 

)49(اايجابية عن  الزمن t  وتتطور المشاكل ات ملاذفواة التبذاين لتلاذبح ملاذفواة شذارة عنذ ،

)245(الزمن t:حي  تكون كالآتت ، 











00012.0

0012.00392.0
49C  











00

00081.0
245C  

 (.C-4أنظر الج ول )

 

 :الحالة الثالثة 

)0(نفرض أن القيم اتبتـ ائيـة عن  الزمـن  t  لكـل مـن ملاـفواـة التبايـنtC   وتبـاين خطـ

2المشان ة 

 - تكون كالآتت: - يمة تباين خط  المشان ة ثابتة خثل الزمن 

4.0,
15.10

09.0
2 








 C  

 

 وبتطبيق خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبوتر ع ا نرا القيم تكون نتائج الترشيح كالآتت:

)44(لزمنعن  ا tCات ملافواة التباين  (Convergence)يحلال التقار   t:حي  تكون ، 

,46,45,44,
0003.00026.0

0026.00444.0









 tCt  

 

)45(عن  الزمن tKويحلال اتةتقرار ات ربحية المرشح  t:حي  تكون ، 

,47,46,45,
0064.0

1109.0









 tKt  

 (.C-5أنظر الج ول )

م اتبت ائيذذة المختذذارة، اذذ ن تفذذوق وعنذذ  تطبيذذق خوارزميذذة مرشذذح كذذالمن اتعتيذذا ي ع ذذا القذذي

 tCخوارزمية بـوتر ل ترشـيح يظـير بشـكل واضـح، حي  تظـير المشذـاكل اذت ملاذـفواة التبذاين 

)46(عن  الزمن t:حي  تكون ، 
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









00011.0

0011.00333.0
tC  

 

)219(أي تكون  ير أكي ة اايجابية، وعن  الزمن t  تتعق  المشاكل ات ملافواة التباين وتتحذول

 إلا ملافواة شارة، حي  تكون:











00

00072.0
tC  

 

ونرا المشاكل تنعكس بالت كي  ع ذا اةذتقرارية الخوارزميذة، حيذ  ت يحلاذل اتةذتقرار نيائيذام اذت 

اذت الخوارزميذة.  (Divergence Problem)، وبذرلك تحذ   مشذك ة التباعذ  tKربحية المرشذح 

 (، لرا تكون نتائج الترشيح  ير مقبولة.C-6أنظر الج ول )

 

 :الحالة الرابعة 

2وتباين خط  المشـان ة  tCلملاـفواة التباين  (t=0)نفرض أن القـيم اتبت ائية عن  الزمن 

  

 تكون كالآتت: -ن ة ثابتة خثل الزمن يمة تباين خط  المشا -

35.0,
8.10

06.1
2 








 C  

وكما ات الحاتت الةابقة أعثا، ا ن تطبيق خوارزمية الجرر التربيعت لبذوتر تجعذل ملاذفواة 

 التباين تتقار ، وبالتالت تح   حالة اتةتقرار ات ربحية المرشح.

)41(عن  الذزمن tCحي  يحـ   التقـار  ات ملاـفـواة التباين  t ايمذا يحذ   اتةذتقرار ،

)42(ات المرح ة  tKربحية المرشح  t:وتكون القيم كالآتت ، 

,43,42,41,
0003.00024.0

0024.00400.0









 tCt  

,44,43,42,
0068.0

1141.0









 tKt  

 (.C-7أنظر الج ول )
 

شح كالمن اتعتيا ي تفشل ات تحقيق اتةتقرار، ورلك يعو  بالمقابل ا ن تطبيق خوارزمية مر

. ايما تظير المشاكل نفةيا التت واجيتنذا اذت الحذاتت الةذابقة اذت tCلع م تقار  ملافواة التباين 
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)44(ملافواة التباين، حي  تفق  خالاية أكيذ ة اايجابيذة عنذ  الذزمن t ة شذارة و تلاذبح ملاذفوا

)205(عن  الزمن t:حي  تكون ، 











00010.0

0010.00306.0
44C  











00

00068.0
205C  

 (.C-8أنظر الج ول )
 

 :ملاحظة 

من مقارنة نتائج خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبذوتر مذع نتذائج خوارزميذة مرشذح كذالمن 

 tCثحظ أن  ذـيم عنذـالار ملافـواذـة التبذاين(، نCاتعتيا ي اـت الـحاتت الأربع )أنظر الم حق  

 -اتعتيا ية والجرر التربيعت -تكون متةاوية ات ك تا الخوارزميتين  tKوملافواة ربحية المرشح 

اذذت المراحذذل الزمنيذذة الأولذذا مذذن عم يذذة الترشذذيح، ورلذذك لأن المشذذاكل الع  يذذة ت تظيذذر اذذت و ذذت 

ر، وإنمذا تظيذر نتيجذة ل زيذا ة المذفثرة اذت عذ   ااجذرا ات التعا بيذة. امذثثم اذت الحالذة الأولذا مبك

)1(تكون ملافواة التباين وربحية المرشح ات الزمن  t  اذت خوارزميذة مرشذح الجذرر التربيعذت

 لبوتر كالآتت:











1268.00357.0

0357.01905.0
1C  











1428.0

7619.0
1K  

 

قيم نفةيا التت أظيرتيا خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي، الأمر الري يثبت أن ااجرا ين ونت ال

 يعطيان نتائج متةاوية ات الحاتت التت ت توج  اييا مشاكل ع  ية. 

)9(وتبقا نرا القيم متةاوية حتا المرح ة الزمنية  t:حي  تكون القيم كالآتت ، 











0035.00148.0

0148.00890.0
9C  











0592.0

3558.0
9K  
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ويثحظ أيضام أن نرا القيم تكون متقاربة ات المراحل الثحقذة، مذع ظيذور بعذض اتختثاذات 

)23(بشذذكل تذذ ريجت، وتكذذون نذذرا اتختثاذذات واضذذحة عنذذ  الذذزمن t حيذذ  تكذذون القذذيم اذذت ،

 خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لبوتر كالآتت:











0003.00028.0

0028.00412.0
23C  











0113.0

1650.0
23K  

 بينما تكون القيم ات خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي عن  الزمن نفةه كالآتت:











0002.00026.0

0026.00400.0
23C  











0104.0

1601.0
23K  

حي  يثحظ أن  يم عنالار ملاذفواة التبذاين التذت أظيرتيذا خوارزميذة مرشذح كذالمن اتعتيذا ي 

لقذذيم التذذت أظيرتيذذا خوارزميذذة مرشذذح الجذذرر التربيعذذت لبذذوتر، ونذذرا يعنذذت أن تكذذون أ ذذل مذذن ا

 خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي تعطت  يمام ألاغر ل تباين بشكل  ير منطقت.

ويثحظ أيضام ات الحاتت الأربع أن اتةتقرار الك ت ات ربحيذة المرشذح يحذ   اذت زمذن واحذ  

(، ورلك بع  تقار  جميع عنالار ملاذفواة التبذاين tK)أي اةتقرار عنالار متجه ربحية المرشح 

tC لأن عنالار متجذه ربحيذة المرشذح تعتمذ  اذت حةذابيا ع ذا عنالاذر ملاذفواة تبذاين التوزيذع ،

2، وتباين خط  المشان ة tRالةابق

تت:، حي  تكون كالآ 
























)(

)(
2

)(11)(12

2

)(11)(11

)(21

)(11









tt

tt

t

t

t
rr

rr

k

k
K  

2وبما أن

  ثابتة ات جميع المراحل الزمنية، ا ن اةتقراريةtK تعتم  ع ذا تقذار  الملاذفواةtR 

 اقط.

 ( ا ن:1.1.ومن )
22

)1(22)1(12)1(11)(11 2
     tttt cccr  

022مع مـثحظذـة  
  ولأن عنلاذـري متجذه ربحيذة المرشذح يعتمذ ان ع ـذـا العنلاذـر ،

)(11 tr الري يعتم  ب ورا ع ا جميع عنالار ملافواة التباين ،tC لذرلك اذ ن اتةذتقرار الك ذت اذت ،

 tCن متجه ربحية المرشح يحلال ات الزمن نفةه ع ا الر م من اةتقرار عنالار ملافواة التباي

 .Cات أزمنة متفاوتة. أنظر الم حق 
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 التطبيق لمرشح الجذر التربيعي لمصفوفة التباين والتباين المشترك: -3-3

 نفرض أنه ل ينا النمورج الخطت الحركت الآتت:

tttt

tttt

G

FY





1

 

 حي  أن:






















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


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


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
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
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
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








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
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










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)(21

)(11
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)(21
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 اعت الآتت:ويمكن ولا  نرا النمورج من خثل الرب











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


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
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























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2

2
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2

1
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1
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























WVGF

 

)0(وكما ات الفقرة الةـابقة، لغرض تولي  البيانـات نقوم بتح ي   يم ابت ائـية عـن  الزمـن  t 

 tCة التباين وملاـفوا Wوملافواة تباين خط  النظام Vلكل من ملافواة تباين خط  المشان ات 

 ، وحة  اللايغة الآتية:tMومتجه المتوةط 




































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
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
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
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
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اذـت توليذ    Wوملافواة تبذاين خطذ  النظذام Vحي  نةتخ م ملافواة تباين خط  المشان ات

 ع ا التوالت، حي  أن: tو tئت مـتجيت الخط  العشوا

),0(

),0(

3

..

3

..

~

~

WN

VN

dii

t

dii

t




 

لكذل مرح ذـة زمنيذة، وكذرلك نةذـتخ م   tYومـن ثمّ نعذوض اذت النمذورج المعذـر  أعذـثا ايجذا   يذـم 

ات تطبيق خوارزمية مرشح الجرر التربيعت لملاذفواة التبذاين والتبذاين  Mوالمتجه  Cالملافواة 

 المشترك وكرلك ات تطبيق خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي.
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وملافـواة تبـايذـن خذـط  المـشذـان ات  tCولق  تمّ اختيار ثثثة  يم ابت ائية مخت فة لملافواة التباين 

V وملافواة تباين خط  النظامW أما متجه المتوةط ،tM  اق  اختيرت له  يمة ابت ائية واح ة لجميع

 الحاتت ونت:



















6.0

4.2

10

M  

 .Dات الم حق  -ات بعض الحاتت -وكرلك أ رجت البيانات التت ول ت والنتائج ات ج اول مختلارة 

والفقذذرات الآتيذذة توضذذح عم يذذة الترشذذيح باةذذتخ ام خوارزميذذة الجذذرر التربيعذذت لملاذذفواة التبذذاين 

والتباين المشترك، وكذرلك مقارنذة النتذائج مذع نتذائج خوارزميذة مرشذح كذالمن اتعتيذا ي اذت الحذاتت 

 الثث :
 

 :الحالة الأولى 

)0(نفرض أن القيم اتبت ائية عن  الزمن  t  لكل من ملافواة التباينtC  وملافـواة تبـايـن

 تكون كالآتت: Wوملافواة تباين خط  النظام Vخـط  المـشـان ات























































0000005.000

00000004.00

000000001.0

063.000

004.00

00015.0

,

03.000

009.00

007.0

W

VC

 

 

 عت كالآتت:حي  كانت نتائج الترشيح باةتخ ام خوارزمية الجرر التربي

 (، حي  تكون:30tات الزمن ) tCيحلال التقار  ات ملافواة التباين 

,32,31,30,

0018.000

00014.00

000008.0



















 tCt  

بشذـكل ك ذت عنذ  الذزمن  tKويحلال اتةـتقرار ات الخوارزميذة باةذـتقرار ربحذـية المرشذح 

(31t:حي  تكون ،) 
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,33,32,31,

0277.000

00338.00

000506.0



















 tKt  

 (.D-1أنظر الج ول )
 

من جية أخرى، عن  تطبيق القذيم اتبت ائيذة نفةذيا ع ذا خوارزميذة مرشذح كذالمن اتعتيذا ي، 

ا ن الخوارزمية تفشل ات الولاول إلا حالة اتةتقرار، ابالر م من ثبات ملافواة التباين ع ا  يم 

 أن اتةتقرار ات ربحية المرشح ت يحلال أبذ ام، ورلذك يجع نذا نةذتمر مح  ة لفترة زمنية معينة إت

 بعم ية الترشيح لفترات زمنية طوي ة.

ذّ  وأن تظيذر، ومذن مثحظذة  ونظرام لزيا ة التكذرارات اذ ن المشذاكل اذت ملاذفواة التبذاين ت بن

لو ذت نفةذه، ورلذك النتائج ا ن ملافواة التباين تتحول إلا ملافواة  ير أكي ة اايجابية وشارة ات ا

 (، وكالآتت:399tعن  الزمن)



















0002.000

00001.00

000

399C  

ويثحذذظ أن  ذذيم عنالاذذر ملاذذفواة التبذذاين تكذذون متةذذاوية )أو متقاربذذة( اذذت المراحذذل الزمنيذذة 

ية تمامام وتكون القيم ( متةـاو7tاتبت ائية ات نتائـج ك تا الخـوارزميتين، حي  تكون عن  الزمن)

 كالآتت:



















0069.000

00054.00

000021.0

7C  

وتبقا نرا القيم متقاربة لع   من الفترات الزمنية الثحقة، ونرا ي ل ع ا   ة المشاكل الع  يذة 

 (.D-2ات ب اية عم ية الترشيح. أنظر الج ول )

 

 :الحالة الثانية 

)0(نفرض أن القيم اتبت ائية عن  الزمن  t  لكل من ملافواة التباينtC  وملافـواة تبـايـن

 تكون كالآتت: Wوملافواة تباين خط  المعـ مات Vخـط  المـشـان ات





































0135.000

00576.00

00036.0

,

19.100

0051.00

00153.0

VC  
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

















00000013.000

000000065.00

0000000052.0

W  

 

 رزمية الجرر التربيعت كالآتت:و كانت نتائج الترشيح باةتخ ام خوا

 (، حي  تكون:31tات الزمن ) tCيحلال التقار  ات ملافواة التباين 

,33,32,31,

0008.000

00017.00

000013.0



















 tCt  

 

( باةـتقـرار ربحـية المرشح بشكل ك ت، حيذ  تكذون 32tوتةتقر الخوارزمية عن  الزمن)

 تت:كالآ

,34,33,32,

0559.000

00286.00

000348.0



















 tKt  

 (.D-3أنظر الج ول )

أما عن  تطبيق خوارزمية مرشح كالمن اتعتيا ي ع ا القيم اتبت ائية أعثا، ا ننا نثحظ ع م 

تقار  ملافواة التباين إلا  يمة معينة، حي  تةتمر عنالار ملافواة التباين باتنخفاض الت ريجت 

 (، حي  تكون كالآتت:391t ة )حتا تتحول إلا ملافواة شارة ات المرح



















000

00002.00

000002.0

391C  

ونرا يفثر بشكل ة بت ع ا اةتقرارية الخوارزمية، حي  أن اتةتقرار ت يح   أب ام ات ملاذفواة 

ربحية المرشح، وبالتذالت يفشذل ااجذرا ، وتحذ   حالذة التباعذ ، لذرا ت يمكذن اتعتمذا  ع ذا نتذائج 

 (.D-4نظر الج ول )الترشيح. أ

 :الحالة الثالثة 

)0(نفرض أن القيم اتبت ائية عن  الزمن  t  لكل من ملافواة التباينtC  وملافـواة تبـايـن

 تكون كالآتت: Wوملافواة تباين خط  النظام Vخـط  المـشـان ات
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

















000000975.000

0000000195.00

0000000078.0

W  

 

وبتطبيق خوارزمية الجذرر التربيعذت لملاذفواة التبذاين والتبذاين المشذترك اذ ن نتذائج الترشذيح 

 تكون كالآتت:

، حيذذذ  تتذذذـقار  عنالاذذذـر (t=21)يحلاذذذل التقذذذار  اذذذـت ملاـفذذذـواة التبايذذذـن عنذذذـ  الزمذذذـن 

 ملاـفواة التباين إلا القيم الآتية:

,23,22,21,

0013.000

00007.00

00001.0


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



 tCt  

 

(، حذـي  يكذـون الشذكل النيذائت لملاذـفواة ربحذـية 22tويحـلاـل اتةـتـقرار عن  الذزمن)

 المرشح كالآتت:

,24,23,22,

0363.000

00654.00

000442.0


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 tKt  

 .(D-5)أنظر الج ول 
 

فذذوق وعنذذ  تطبيذذق خوارزميذذة مرشذذح كذذالمن اتعتيذذا ي ع ذذا القذذيم اتبت ائيذذة المختذذارة، اذذ ن ت

خوارزميذذة مرشذذح الجذذرر التربيعذذت يظذذـير بشذذـكل واضذذـح، حيذذ  تفشذذل خوارزميذذة مرشذذح كذذالمن 

اتعتيا ي ات الولاول إلا نتائج منطقيذة، حيذ  يذنخفض التبذاين بشذكل  ائذم وت يحذ   اتةذتقرار 

، (t=313)أب ام، وتز ا  المشذاكل تعقيذ ام بتحذول ملاذـفواة التبذاين إلذا ملاذـفواة شذـارة عنذ  الذزمن 

 ي  تكون كالآتت:ح


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
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
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



0002.000

000

000001.0

313C  

 .(D-6)مما يف ي إلا اشل ااجرا  وح و  مشك ة التباع . أنظر الج ول 

 

 :ملاحظة 

بذذالنظر إلذذا نتذذائج الترشذذيح باةذذتخ ام خوارزميذذة مرشذذح الجذذرر التربيعذذت لملاذذفواة التبذذاين 

يح   ات أزمنذة  tKشح والتباين المشترك، نثحظ أن اتةتقرار ات عنالار ملافواة ربحية المر



 53 

، tCمتفاوتة، حي  يةتقر كل عنلار مباشـرة بع  تقار  العنلاـر المقابل له ات ملاـفواة التبذاين 

 . حي tCورلك تعتما  عنالار ربحية المرشح اقط ع ا العنالار المقاب ة ليا ات ملافواة التباين 

 أن:











































)(00

0)(0

00)(

00

00

00

2

)(33)(33

2

)(22)(22

2

)(11)(11

)(33

)(22

)(11

3

2

1













tt

tt

tt

t

t

t

t

rr

rr

rr

k

k

k

K

 

 

 يمكن إيجا نا كالآتت: tRوحي  أن 
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يعتم  اقط ع ا العنلار المقابل لذه مذن  tKوكما نرى ا ن كل عنلار من عنالار الملافواة 

اذذت أو ذذات زمنيذذة  tKيذذف ي إلذذا اةذذتقرار عنالاذذر الملاذذفواة  ، الأمذذر الذذريtCملاذذفواة التبذذاين 

 متفاوتة.
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 الاستنتاجات والتوصيات

 

 الاستنتاجات: .1

 مما تقدم في الجانبين النظري والتطبيقي، نستنتج ما يأتي:

 .إن خوارزمية مرشح كالمن الاعتيادي لا تلائم جميع أنواع البيانات 

   إن استخدام خوارزمية مرشح كالمن الجذر التربيعي في الدراسات التطبيقية التي تتطلب

ون أفضب  مبن اسبتخدام خوارزميبة مرشبح كبالمن الاعتيبادي،  يب  دقة عالية في النتائج يكب

، (Divergence)تقودنا الأولى إلى الاستقرار بينما تقودنا الثانية إلى  دو  مشكلة التباعد 

 وفش  الإجراء.

  إن اسببتخدام خوارزميببة مرشببح كببالمن الجببذر التربيعببي يعطببي نتببائج متطابقببة مببع نتببائج

ي فبي ال بالات التبي تقب  فيلبا المشباك  العدديبة، أو عنبدما خوارزمية مرشح كالمن الاعتياد

يكون عدد التكرارات قلي  نسبياً، كما لو ظ في الجان  العملي، وهذا يد  على عدم اختلاف 

 الإجراءين جبرياً.

 

 التوصيات: .2

 بالنظر لما تقدّم نوصي بما يأتي:

 مجببا  الصببناعات  الإفببادم مببن الدراسببة فببي المجببالات التطبيقيببة المتا ببة، خصوصبباً فببي

 الدوائية.

  القيببام بدراسببة مرشببح كببالمن الجببذر التربيعببي فببي ال ببالات التببي تكببون فيلببا الأخطبباء

مترابطة، أو عنبدما تكبون النمباذي  يبر خطيبة مثب  مرشبح كبالمن الجبذر التربيعبي الموسبع 

(Extended Square Root Filter) أو مرشببح كببالمن الجببذر التربيعببي للمعلومببات ،

(Square Root Information Kalman Filter). 

 (  الإفادم من نظام ماتلاMatlab في إجبراء وتطبيبخ خوارزميبات الترشبيح المتنوعبة )

 نظراً للسلاسة والدقة العاليتين اللتين يوفرهما هذا النظام.
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